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Uvodni slovo autora

Vyznamny némecky matematik Karl Friedrich Gauss napsal, ze matematika je
krélovna véd a teorie ¢isel je kralovnou matematiky. Je skutecnosti, ze bez ¢isel by
matematika nebyla matematikou. Samoziejmé Ze jiz nepovazujeme cisla za zaklad
sveta jako Pythagoras a jeho skola, ale je pravdou, Ze ¢isla maji v matematice
hlubsi vyznam nez je pocitani. Tento ucebni text obsahuje zakladni poznatky z
elementéarni teorie ¢isel.






Kapitola 1

Teorie délitelnosti

V této kapitole se seznamime s pojmy teorie délitelnosti jako jsou délitelnost ¢isel,
nejmensi spoleény nasobek, nejvétsi spolecny délitel. Dale se seznamime s kritérii
délitelnosti.

1.0.1 Zakladni pojmy a véty

Tuto ¢ast zacneme letitou zertovnou hadankou. Babicka méa pét vnoucat a dvanact
jablicek. Jak to ma udélat, aby vSechna vnoucata byla spravedlivé podélena? Spravna
odpoved je, Ze jim udéld strudl. Ve vyse uvedeném piipadé babicka jinou moznost
nema, pokud by vsak prikoupila dalsi tii jablicka, tak by kazdému vnouckovi dala tti
jablicka a mohla by si uSetfit praci se strudlem. Babicka ovsem muze dvé jablicka
détem zatajit, ta zbudou a opét vnuky spravedlivé podéli, tentokrat ovsem jen
dvéma jablicky.

Nyni prevedeme uvedeny piiklad do jazyka matematického a zobecnime ho,
jinymi slovy dokazeme nasledujici vétu. Kazdé celé ¢islo ¢ muzeme jednoznaénym
zpusobem vyjadfit ve tvaru

a=bqg+r,

kde b je kladné ¢islo a r je celé ¢islo vyhovujici podmince 0 > r < b.

Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze plati a = bg; + r; a soucasné
a = bgs +19. Odecteme-li od druhé rovnice prvni, obdrzime 0 = b(go — q1) +7r2 — 71,
tedy ro — 7 je ndsobkem b. Jelikoz vsak je |re — rq|, musi platit r; = ry a tedy i
q1 = q2.

Uloze, ve které se ma k dané dvojici celych ¢isel a, b na jit dvojici ¢isel g, r
splnujici vztah (), se fikd délent; ¢islo a nazyvame délenec, ¢islo b délitel. Zamérme
nyni svou pozornost na ¢islo r. Pro r > 0 mluvime o déleni se zbytkem. V tomto
pripadeé je q castecny podil a q je zbytek. Je-li r = 0, mluvime o déleni beze zbytku;
¢islo ¢ se nazyvé podil. Rikdme téz, ze ¢islo a je délitelné éfslem b, coz budeme
znasit bja. Rikdme, 7e a je ndsobkem b.

Pozor! Zbytek je vzdy ¢islo nezaporné, tedy —41 = 11.(—4) + 3, nikoliv —41 =
(—=3).11 - 8.

Plati nasledujici véty:

Véta 1.1 Je-li a ndsobkem m a je-li soucasné m nasobkem b, pak a je nasobkem
m.



Véta 1.2 Jsou-li v rovnosti typu k +1+...+n=p+q+ ...+ s vSechny cleny s
vyjimkou jednoho ndsobkem b, pak i tento clen je ndsobkem b.

Véta 1.3 Necht alb a a|c. Pak a—(bz+cy) pro libovolnd celd ¢isla a a y.

Duslekem této véty je skutec¢nost, ze pokud ¢islo a déli ¢isla b a ¢, pak déli i
jejich soucet a rozdil.

Véta 1.4 Necht alb. Pak albe, kde ¢ je libovolné celé éislo.
Véta 1.5 Necht alb a soucasné blc. Pak alc.

Této vlastnosti se tika tranzitivita. Dukazy téchto tvrzeni jsou snadné a do-
porucujeme, aby si je ¢tenar udélal jako cviceni.

Naskytd se otazka, jak poznat je-li ¢islo a délitelné ¢islem b. Ve véku pocitacu
a kalkulacek se zda byt nejjednodussi tato c¢isla prosté vydélit. Autor ma sice
velky obdiv k moderni vypocetni technice, presto vsak ani tato si neumi s mnoha
otazkami teorie ¢isel poradit. V nékterych pripadech by bylo nasazeni této tech-
niky zbytecéné, asi jako jit s kanonem na vrabce, nebot délitelnost muZeme poznat
mnohem snadnéji. Uvedeme si proto nékolik kritérii pro délitelnost cCisel, zejména
pro pripady, kdy je délitel malé ¢islo.

Veéta 1.6 Prirozené cislo n je délitelné:

a) dvéma, je-li posledni cifra sudd,

b) tremi, je-li jeho ciferny soucet délitelny tremi,

c) étyrmi, je-li jeho posledni dvojcisli délitelné ctyrmi,

d) péti, je-li jeho posledni cifra 0 nebo 5,

e) Sesti, je-li sudé a délitelné 3,

f) sedmi, je-li dvojndsobek poctu stovek zvétseny o posledni dvojcisli délitelnyj 7,
g) osmi, je-li posledni trojéisli délitelné 8,

h) deviti, je-li jeho ciferny soucet délitelny 9,

i) desiti, je-li jeho posledni cifra 0.

Dukaz: Kazdé ptirozené ¢islo n 1ze v dekadické ciselné soustaveé vyjadrit nasledujicim
zpusobem:
n=cil0" + - 4+ ¢10% + ;10 + o,

kde ¢; € {0,1,2,...,9} a ¢x # 0. Z tohoto vyjddieni okamzité plynou tvrzeni a),

c), d), g) ai).
Necht

S=c¢c+- -+ttt

je ciferny soucet cisla n. Pak je
n—s= (10" — 1)cg + -+ +99¢cy + 9c;.

Jelikoz kazdy scitanec na pravé strané je délitelny deviti a stejné tak je délitelné
deviti ¢islo s, musi byt délitelné deviti i ¢islo n. Tim je dokdzano h) a souésné i b).



Zbyva dokazat kritérium pro délitelnost sedmi. Dvojnasobek stovek cisla n
zvétSeny o posledni dvojéisli je roven

m = 2¢,10"2 4+ .. 4 2¢5 + 1010¢ + ¢p.

Rozdil
n—m = 98¢,10" 2 + .- + 98¢,

je délitelny sedmi, protoze 7|98. Jelikoz plati 7|m, musi byt ¢islo ndélitelné sedmi.

Kritérium délitelnosti sedmi je oproti zbyvajicim pomeérné komplikované a pro
praxi nepfilis vhodné. Uvedeme jednoduchy piiklad. Chceme-li zjistit, zda je ¢islo
7056 délitelné sedmi, musime postupovat nasledujicim zpusobem. 70.74+56=546.
546:7=48. Cislo m je délitelné sedmi, je tedy i 7056 délitelné sedmi. Kritéria pro
délitelnost dvojcifernymi prvocisly mensimi nez dvacet muze ¢tendr najit napr. v
[2] na str. 31 resp. 164. Nyni si uvedeme nékolik tiloh na délitelnost ¢isel.

Priklad: Urcete, jaky den bude za 39 dni, je-li dnes streda.

Resenf: 39=7.5+4. Za 39 dni bude nedéle

Priklad: Dokazte, ze vyraz a(a+1)(2a+1) je délitelny 6 pro libovolné celé ¢islo
a.

Resent: a(a+1)(2a + 1) = a(a + 1)(a + 2) + a(a + 1)(a — 1). Oba séitance jsou
soucinem tii po sobé jdoucich ¢isel, jedno z nich musi byt délitelné 3 a nejméné
jedno musi byt délitelné 2.

Piiklad 1: Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati 169|333 — 26n — 27. Upravme
nejdifve prvnf ¢len daného vyrazu. 3373 = 27" + 1 = (26 + 1)"!. Pouzitim bino-
mické véty pak obdrzime

1 1 1
(26 + 1)t = (ng )26"+1+ ("Jlr )26"+...+ (n+1)262+26(n+1)+1

Je ziejmé, ze vSechny cleny tohoto rozvoje s vyjimkou poslednich jsou délitelné
169, nebot obsahuji minim4lné druhou mocninu éfsla 26 = 2.13. Posledni dva ¢leny
pak davaji 26n + 27 a tudiz se vyrusi s poslednimi dvéma ¢leny daného vyrazu.

1.0.2 Nejveétsi spoleény délitel, nejmensi spolecny nasobek

V této c¢asti budeme tesit dva problémy. Budeme hledat nejvétsi ¢islo, které soucasné
nékolik ruznych cisel a naopak nejmensi ¢islo, které je soucasné délitelné nékolika
ruznymi Cisly. Definice: Kazdé celé cislo, délici soucasné cela cisla a,b,...,[ se
nazyva jejich spolecnym délitelem. Je-li aspon jedno z uvedenych éisle ruzné od
nuly, pak je pocet jejich spolecnych délitelu koneény a tedy jeden z nich je nejveétsi.

Ten se nazyva nejvétsim spoleénym délitelem éisel a, b, ...l a budeme ho znacit
(a,b,...,1). Je-li (a,b,...,1) =1, pak ¢isla a, b, ...l se nazyvaji nesoudélna. Je-li
kazdé z cisel a,b,...,l nesoudélné s kazdym druhych z nich, pak ¢isla a,b,...,![

se nazyvaji po dvou nesoudélna. Ziejmé cisla po dvou nesoudélna jsou vzdy ne-

soudélnd; v pripadé dvou ¢isel se pojmy nesoudélna a po dvou nesoudélna shoduji.
Priklady: a) (15,18,63) =3 b) (15,21,31) =1 ¢)(11,18,25) =1

V piipadech b a ¢ jsou uvedena ¢isla nesoudélnd, avsak pouze v ptripadé ¢ jsou i po

dvou nesoudélna.



V dalsich ivahach se budeme zabyvat jen nejvétsim spolecnym délitelem dvou
¢isel, pro jednoduchost a z tispornych duvodu budeme pouzivat zkratky NSD. Po-
kud tato ¢isla nejsou prilis velkda, pak obycejné nalezeni NSD nebyva prilis slozité,
nebot se ndm podaif rozlozit obé ¢fsla na souéin prvociniteli a pak vybereme vy-
bereme ty, které jsou pro obé ¢isla spolecné. NSD je pak jejich soucin.

Piiklad: Urcete NSD é&fsel 153 a 258. Plati 153 = 32.17 a 258 = 2.3.43. Je tedy
(153,258) = 3.

Ne vzdy se nam podaii najit NSD tak jednoduse, zejména pro velka ¢isla je
mnohdy obtiZzné najit byt jednoho délitele, natoZ provést jeho rozklad na prvocinitele,
piikladem budiz ¢isla Fermatova. Ptejme se tedy, zda pro nalezeni NSD neexistuje
néjaky jiny postup; idedlni by bylo, pokud by se jednalo o algoritmus. Odpovéd zni,
ze takovy algoritmus existuje a je pojmenovan po feckém matematikovi Eukleidovi.

Méjme tedy ¢isla a a b, bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze a > b.
Podle () lze sestavit nésledujici systém rovnic

a=bp +rb=r+ro........ Tn2 = Tn—1qn + "n"n-1 = TnGns1 + 0.

Z posledni rovnice plyne, ze r,|r,_1, z ptedposledni pak 7, |r,_» atd. az z prvnich
dvou rovnic obdrzime r|b a r|a. NSD je tedy nejvétsi nenulovy zbytek v Eukleidové
algoritmu.

Priklad: Urcete nejveétsi spolecny délitel ¢isel 1512 a 110. 1512 = 13 x 110 + 82;
110=1x82+28; 82=2x28+-26; 28=1x26+2; 23=2x13. (1512,110) = 2.

Priklad: Urcete nejvetsi spolecny délitel ¢isel 988 a 35. 988=28x354-8; 35=4x8+3;
8=2x342; 3=1x2+1; 2=1x1+1; 1=1x1+0. (988, 35) = 1, tato ¢isla jsou nesoudélna.

Piiklad: Dokazte, ze dvé po sobé jdouci ¢isla jsou nesoudélna. feseni: (a,a +
)=(a,a+1—a)=(a,1)=1.

1.1 Prvocisla a c¢isla slozena

V této casti se sezndmime s pojmem prvocislo a ¢islo slozené. Dale uvedeme
zakladni vétu aritmetiky a nékteré aplikace.

Vezmeme-li v iivahu prirozena c¢isla vétsi nez jedna, pak lze s jistotou tvrdit, ze
kazdé ma alespon dva délitele, totiz jednicku a sebe sama. Nenajdeme-li jiz zadného
dalsiho délitele, pak se toto ¢islo nazyva prvocislo. V opacném piipadé mluvime o
cislech sloZenych. Jednicku nezarazujeme ani do jedné skupiny, piesné v souladu
s pythagorejskou skolou. Ackoliv se zda, ze se jednd jen o matematickou hiicku,
byt velmi krésnou, neni tomu tak. Uméni rozeznat prvocislo a éislo slozené mé v
praxi velky vyznam, jak o tom bude pojednano v dalsim textu. Pouziti slova uméni
neni od véci, zejména mé-li ¢islo velky pocet cifer je jeho faktorizace mnohdy velmi
obtizna.

Pro mald ¢isla muzeme vyuzit Eratosthenova sita. Dejme tomu, ze mame nalézt
vSechna prvocisla mensi nez 100. VSechna ¢isla seradime podle velikosti a nejprve
ponechame dvojku a vyskrtame vsSechny jeji ndasobky. Po této operaci je prvnim
nevyskrtnutym ¢islem trojka, vyskrtame tedy vSechny jeji nasobky (pokud nejsou
jiz vyskrtnuty pti predchozi operaci. Tak postupujeme tak dlouho, az narazime na
nevyskrtnuté ¢islo vetsi nez deset, to jiz skrtani konc¢i a vSsechna nevyskrtnuta ¢isla
jsou prvocisla.



Véta 1.7 (Pruni véta Eukleidova). Necht a,b € N, p je prvoéislo a plab. Pak pla
nebo plb.

Dukaz: Jestlize pla jsme s dukazem hotovi. Pokud p nedéli a, je (a,p) = 1. Pak
existuji celd cisla x a y tak, ze plati ax + py = 1. Vynasobime-li obé strany této
rovnice ¢islem b, obdrzime abzx + pby = b. Jelikoz oba s¢itance na levé strané jsou
délitelné p, musi byt délitelné ¢islem p i ¢islo b.

Dusledkem je skutecnost, ze kazdé kazdé prirozené ¢islo n > 1 lze jednoznaéné
rozlozit na souc¢in pfirozenych mocnin prvocisel p; < ps < ... < p,. Plati tedy

n=PipE P =]

i=1
Prvocislo p; se nazyva prvocinitel.

Véta 1.8 Jestlize

(C2PNe) Qpr

ISt =g gh? - g,

kde py < py < -+ < Pryqn < @2 < -++ < qs jsou prvocisla a r,s,a;, 8; € N, pak
r=s,p;,=¢q;, q=/0; prokaidéi=1,...,r.

Ditkaz. Nechf m = p0'pS2---p2, n = ¢'¢5> - ¢% a nechf m = n. Jestlize
néjaké prvocislo p déli m, pak podle Prvni Eukleidovy véty prvocislo p musi délit
pr pro néjaké k € {1,...,r}. Z definice prvocisla vsak plyne, ze p = pi. Protoze

m = n, musi p délit také néjaké ¢ prol € {1,..., s} a stejnym zpusobem dostaneme
, ze p = q. Odtud plyne, Ze p; = ¢;. Jelikoz prvocisla p; a g; jsou sefazena podle
velikosti, musi platit p1 =q¢1,...,p, = ¢ ar =s.

Predpokladejme déle, ze ay > f; pro néjaké i € {1,...,r}. Vydélime-li rovnost
m = n ¢&slem p%, obdrzime

p?l...p?i_ﬁi...pgr :pfl.p?pfr7

coZ je spor, nebot leva strana rovnice je délitelnd p;, zatimco pravéd strana timto
c¢islem délitelnd neni. Analogicky postupujeme v piipadé, ze o; < ;. Je tedy a; = 5;
pro vSechna i € {1,...,r}.

Véta o jednoznacnosti rozkladu prirozeného ¢isla na prvocinitele se nam zda
samoziejma, existuji vSak algebraické struktury, v nichz neplati. Naptiklad v télese
Q(iv/5) tato véta neplati, nebot 21 = 3 -7 a (1 + 2iv5)(1 — 2iv/5). Zékladni
véta aritmetiky je také jednim z duvodu, pro¢ nepovazujeme jednicku za prvocislo.
Pokud by tomu tak bylo, tak by v rozkladu nebyla jednoznacnost exponenti.

Polozime-li si otdzku, kolik je prvocisel, odpovéd nalezneme v Eukleidovych
zakladech, kniha 9, tvrzeni?. Druhd Eukleidova véta. Prvocisel je nekoneé¢né mnoho.
Dukaz provedeme sporem. Budeme predpokladat, ze prvocisel je koneéné mnoho.
V tom piipadé je muzeme vyjmenovat, budou to ¢isla py, po, ..., p,. Vynasobme je
mezi sebou a pripoctéme jednicku. Takto vzniklé ¢islo m = pips - - - p, + 1 neni ani
jedno z uvedenych prvocisel, ani neni nékterym z téchto prvocisel délitelné. Je zde
spor a proto je prvocisel nekoneéné mnoho.

Poznamenejme, 7ze zkonstruované ¢islo m je nékdy prvocislo (2.3.5.7+1=211),
jindy je to ¢islo slozené (2.3.5.7.11.13+1=30031=59.509). Podivame-li se do Zéklad,



zjistime, ze Eukleides tuto vétu uvedl v ponékud jiném tvaru. Jelikoz fec¢ti mate-
matikové pojem nekonecna ve smyslu jak ho chapeme dnes nepouzivali, museli véty
formulovat opisem. Tvrzeni tedy zni: Prvocisel je vic, nez dané mnozstvi prvocisel.
Dukaz pak je stejny, jak je uvedeno vyse, jen pocet znamych prvocisel je mnohem
nizsi, Eukleides si vystacil se tfemi.

1.1.1 Pythagorejské trojice

Pythagorovu vétu ovlada kazdy, kdo se jen trochu potkal s geometrii. Kazdy zednik
si umi udélat vingl (pravy thel) tak, ze tfi laté s délkami v poméru 3 : 4 : 5 spoji v
trojihelnik a vi, ze hledany pravy tuhel je oproti nejdelsi lati. Pythagorova véta se
obvykle uvadi slovné, fikame ze obsah ¢tverce nad preponou se rovna souc¢tu obsaht
¢tvercu nad obéma odvésnami. Takto formulované tvrzeni ma ovSem tvar impli-
kace a Pythagorova véta nas ke konstrukci pravého thlu vyse uvedenym zpusobem
neopraviuje. Da se vSak dokéazat, ze i obracena implikace je spravna, plati tedy
nasledujici véta:

Véta 1.9 Trojuhelnik s délkams stran a, b, ¢ je pravouhly s preponou délky ¢ pravé
tehdy, kdyz plati ¢® = a® + b?.

Definice: Necht pro uspoiddanou trojici éisel [a, b, ¢] plati a® + b* = ¢2. Tuto trojici
nazyvame pythagorejska trojice a trojuhelnik s témito délkami stran pythagorejsky
trojuhelnik. Jestlize navic tato ¢isla nemaji spoleéného délitele d > 1, mluvime o
primitivni pythagorejské trojici. Odpovéd na otdzku jak sestavit libovolnou pytha-
gorejskou trojici nalezneme jiz u Diofanta.

Véta 1.10 Usporddand trojice prirozenych éisel [a,b,c| je primitioni pythagorej-
skou trojici tehdy a jen tehdy, existuji-li nesoudélnd prirozend c¢isla m > n opacné
parity tak, Ze bud

a=m?—n? b= 2mn, c=m>+n?

nebo

a = 2mn, b=m?—n? c=m?+n’

Cisla m n jsou urcena jednoznacné.

Dukaz neni obtizny, avsak pro jeho délku odkazujeme ¢tenare napt. na publikaci
[2]. Ani Diofantos nebyl prvni, kdo se zabyval témito trojicemi, jejich tabulky
byly pouzivany jiz ve staré Babyldnii. S pythagorejskymi trojicemi se v teorii ¢isel
setkdvame pomérné casto. Zavérem uvedeme jednu jejich aplikaci, kterou poprvé
uvedl (a zfejmé i dokézal P. Fermat).

Véta 1.11 Zddné éislo tvaru 4k — 1 pro k € N nent souctem dvou ¢tverci celyjch
cisel.

Dukaz je snadny, pokud si uvédomime, ze sudé ¢islo je tvaru 2/ a liché 2m + 1.
Jejich ¢tverce jsou pak 412, resp. 4m? +4m+1 = 4n+ 1. Soucet dvou ¢tvercit mize
byt tvaru 4k, 4k + 1 ¢i 4k + 2, nikdy nemuze byt tvaru 4k +3 =4(k+ 1) — 1. Z
vyse uvedeného vyplyva, ze ¢islo tvaru 4k — 1 neni ani ¢tvercem celého ¢éisla.



1.2 Vlastnosti prvocisel

Pro piirozen4 ¢isla j, m a n fekneme, ze m? presné déli n, a budeme psat m?||n,
jestlize m?|n, ale m’*'n. Pro 7 = 0 bude symbol m®||n znamenat, ze mn.

Dokazeme vétu, ktera uvadi vztah mezi prvocisly a binomickymi koeficienty
(kombina¢nimi ¢isly).

Véta 1.12 Prirozené ¢islo n je prvocislem prdvé tehdy, kdyz n | (Z) pro kazdé
kEe{l,...,n—1}.

Dukaz: Necht n je prvocislo. Pro k € {1,...,n—1} jen—k mezi ¢isly 1 an—1.
Cislo n nedélf ani k! ani (n — k)!, ale délf nl. Jelikoz (}) = #Lk),, je toto ¢islo
délitelné n. Piedpokladejme naopak, Ze n je slozené a necht p je nejmens{ prvocislo,

které déli n. Tedy je 1 <p <n a

(n) =1 (—p+1)

p plp—1)---2-1

Dale predpoklddejme, Ze p? ||n pro néjaké piirozené ¢islo j. Mezi p postupné jdoucimi
¢isly n,n—1,...n—p+1 je pravé jedno délitelné p. Protoze p | n, plati p(n—1)(n—
2)---(n—p+1). Plati tedy p’||n(n—1)--- (n—p+1) aziejmeé i p||p(p—1)---2- 1.
Podle () dostaneme, ze p'~*[|(7). Ale n(}), protoze p/.

1.3 Ulohy k procviceni

1. Druhou mocninu kazdého pfirozeného éisla je mozné napsat bud ve tvaru 4k
nebo 4k + 1. Dokazte.

2. Jestlize soucasné plati alb a b|a, pak je |a| = |b|. Dokazte.

3. Otec se synem jeli na dovolenou z Brna do Chorvatska autem. Jelikoz cesta
je dlouhd, rozhodli se, ze se budou kazdych 80 km v fizeni stiidat. Kdo ridil
auto pii prijezdu do Splitu, je-li vzdalenost Brno - Split 888 km?

4. Nechtf a — b je ndsobkem ¢&fsla c. Pak i a™ — b" je nasobkem c.
5. Dokazte, ze pro libovolné prirozené ¢islo n plati 9|4™ + 15n — 1.

6. Dokazte, ze rozdil ¢tverci dvou po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je délitelny
osImi.

7. Soucet tii po sobé jdoucich tfetich mocnin prirozenych ¢isel je nasobkem cisla
9. Dokazte.

8. Soucet ¢tvercu dvou po sobé jdoucich ¢isel zmenseny o jednu je délitelny
¢tyfmi. Dokazte.
item Rozdil ¢tvercu dvou lichych ¢isel je nasobkem cisla 8. Dokazte.
item Cislo n® 4+ 11n je délitelné Sesti pro libovolné n. Dokaite.






Kapitola 2

Neéekteré funkce pouzivané v teorii
Cisel

V této kapitole se zminime o nékterych funkcich, které se zhusta pouzivaji v teorii
¢isel. I my se v tomto textu budeme s témito funkcemi setkavat, je proto nutné,
abychom poznali jejich definici a zakladni vlastnosti.

2.1 Funkce [z], {z}

Prvni funkei, s niz se seznamime, je celd cdst, kterou oznacujeme [x] a kterd je
definovana pro vSechna redlna cisla x jako nejvétsi celé cislo, které neni vétsi nez x.
Tak napiiklad [10]=10, [16,12]=16 a [r]=3. Uvedeme i piiklady pro ¢isla zaporna.
[-4]=-4, [-5,2]=-6. Vsimnéme si, ze pro ¢isla kladn4 je celd ¢dst v absolutni hodnoté
vzdy mensi nebo rovna absolutni hodnoté daného ¢éisla, kdezto u ¢isel zapornych
je tomu naopak. Je to obdobné jako v pripadé délitelnosti cisel. Délime-li dveé
kladnd ¢isla, je soucin délitele a (netiplného) podilu vzdy mensi nebo roven délenci.
Délime-li naproti tomu zaporné ¢islo kladnym, je absolutni hodnota sou¢inu délitele
a (neuplného) podilu vzdy vétsi nebo rovna absolutni hodnoté délitele.

Aby se desetinna c¢ast realného ¢isla necitila odstréend, definujeme i lomenou
¢astn ¢isla x jako rozdil z — [z] a znacime ji {x}. Jako piiklady uvedeme cisla
{4}=0,{1,6} =0,6 a {—6,26} =0, 74.

Jako priklad vyuziti této funkce uvedeme nasledujici vétu.

Veéta 2.1 Mocnitel, s kterym je dané prvocislo p obsaZeno v soucinu n! je roven
n n n
p pn p

Dikaz: Pocet soucinitelu sou¢inu n! je [%], mezi nimi je [F} nasobku ¢isla
p?, mezi témito pak zase [1%] nasobku ¢&isla p? atd. Soucet uvedenych &fsel tedy

da uvedeného mocnitele, nebo ‘'t kazdy ¢initel soucinu n!, ktery je nasobkem cisla
p™, aviak ne &isla p™ ! pocitd se uvedenym zpisobem m—krat jako nasobek éisel
pp* "

Do,

1V publikaci [8]jsou exponenty mylné uvedeny jako koeficienty.
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Piiklady: V éisle 5! je prvoéislo 2 s exponentem 3, nebot [%] + %] =2+1=3.

Snadno se vidi, ze 5! = 600 = 23.3.52. V &isle 57! je pétka [Z] + [51] = 11+2 = 13.

Jelikoz tiindctka je povazovéana za ¢islo nestastné, ovéfeni pfes kanonicky rozklad
délat nebudeme, Cctenari v tom vSak nebranime.

2.2 Soucty vztahujici se na délitele cisla

velmi dulezitou ulohu v teorii ¢isel hraji multiplikationi funkce. Tyto funkce muzeme
definovat néasledujicim zpusobem:

Def. 2.1 Funkce 9(a) se nazgvd multiplikationt, je-li definovdna pro vSechna prirozend
¢isla, pricemz alespon pro jednu hodnotu a je nenulovd. Soucasné musi platit ¥(aiaq) =
Yay)d(az) je-li (a1,as) = 1.

Piikladem multiplikativn{ funkce je mocnina piirozeného &isla, nebot plati afal =
(ara—2)°. S dalsimi multiplikativnimi funkcemi seznamime ¢tenafe v dalsi ¢asti ka-
pitoly, nez vSak k tomu dojde, uvedeme jesté nékteré dalsi vlastnosti multiplikativni
funkce.

Véta 2.2 Necht 9(a) je multiplikationd funkce. Pak plati 9(1) = 1.

Dukaz: Podle definice musi existovat alespon jedno pfirozené ¢islo, pro néz je
funkce nenulové, necht je to ag. Pak mame 9(ag) = 9¥(1.aq) = 9(1)9(ao).

Véta 2.3 Necht ¥1(a) a 9(ay) jsou multiplikationi funkce. Pak i funkce 9¢(a) =
V1(a)ds(a) je funkce multiplikativnd.

Dukaz: 1) 190(1) = ’l91(].)?92(1) =1
2) Predpokladejme, ze je (a1, as) = 1. pak je

190(&1&2) = ’(91(&1612)’(92(&1&2) = 191(&1)’(91((12)192(&1)192(&2) = 191(&1)192(&1)’[92(&1)’(92(&2) = 190((

Véta 2.4 necht 9(a) je multiplikativni funkce a a = p{*ps?...po* je kanonicksy
rozklad c¢isla a. Pak plati

> 9(d) = (L+0(p1) + 9(p3) + ... +9(p") ...
dla

(L 9(pk) +9(PE) + -+ D(pPF)).

Je-li a =1, pak 1 prava strana je rovna jedné.
Dukaz: Roznasobime-li vyraz na pravé strané, dostaneme soucet scitancu tvaru
I (05 - (" =001 (05 - ();
0< B <ay, 0<f<ay,..., 0 < B < ay,

pricemz ani jeden takovy scitanec nebude vynechan a ani se nebude opakovat, takze
soucty na levé i na pravé strané budou stejné.



je-li ¥(a) = a®, ma predchozi rovnost tvar

Sod = (Lpi+pP APt (L P ) (2.1)
d

Polozime-li s = 1, je levd strana rovnice () rovna souc¢tu vsech délitelu ¢isla
a, ktery oznacime S(a). Pravou stranu lze zjednodusit, takze obdrzime vztah pro
soucet vsech délitelu ¢éisla a:

o) = P AT oL AT (2.2)
p1—1 p2—1 pr— 1

Polozime-li s = 0, je leva strana rovnice () rovna poctu délitelu ¢isla a, ktery
oznac¢ime 7(a). Pocet vsech délitelu tedy urc¢ime podle vzorce

7(a) = (o1 + 1)(az +1)...(ax + 1) (2.3)

Piiklad: Necht a = 36. Pak jeho kanonicky rozklad je 36 = 2232 a jeho délitelé
jsou cisla 1,2, 3,4,6,9,12,18, 36. Secteme-li tato ¢isla, obdrzime 91. Nu a toto ¢islo
dostaneme i pouzijeme-li pravou stranu piedchoziho Vzorce—QBT’l1 33:11. Secteme-li
vSechny délitele jako kusy, dostaneme se k ¢islu 9. Ale také je (2+1)(2+1) =9.

S funkcemi S(a) a 7(a) se budeme setkdvat v dalsim textu.

2.2.1 Eulerova funkce

Tato funkce se bude v tomto textu vyskytovat velmi ¢asto, je tedy nejvyssi cas,
abychom ji definovali a uvedli nékteré jeji vlastnosti.

Def. 2.2 FEulerova funkce ¢(a) je definovina pro vSechna prirozend cisla a jako
pocet tech cisel posloupnosti 0,1,...,a — 1 kkterd jsou nesoudélnd s a.

Priklady: ¢(1) =1, ¢(2) =1, p(6) =2, ¢(7) =6, p(9) =7, ¢(13) = 12.

Véta 2.5 Necht a = p{'p3? ...pe" je kanonicky rozklad cisla a. Pak plati

<p(a):a(1—pil> <1—pl2>...(1—pik). (2.4)

1

Dusledek 1: Je-li p prvocislo, pak je o(p) =p—1 a ¢(p®) = p* — p* L.

Piiklady: ¢(14) =14(1 - $)(1— 1) =6
0(512) = 83 — 8% = 448
©(11) = 11 — 1 = 10 Disledek 2: Eulerova funkce je multiplikativni.

2.3 Priklady k procviceni
1. Vypoctéte mocnitele, s nimz je ¢islo 3 obsazeno v kanonickém rozkladu 1024!

2. Naleznéte kanonicky rozklad cisla 18!

3. Vypoctéte o(51450) a 7(51450)



4. Vypoctéte ¢(41) a ¢(1786050)

5. Kanonicky rozklad é&fsla je tvaru 29.7°, soucet délitelit pak 6000. Urcete ono
¢islo.
Vysledky 508 216.3%.5.7.11.13.17 48, 148800 40, 408240 6000 = (5*+'2 — 1)(T).
Po tpravé mame 2°.3%.5% = (27+1)(7°*1). Prvni zdvorka musi byt liché éfslo a navic
o jednu mensi nez libovolnd mocnina 2. Tomuto vyhovuje ¢islo 15 a a = 4. Zbyvaji
4000, coz je zase ¢islo o jednicku mensi nez ¢tvrtda mocnina sedmi, tedy b = 3.




Kapitola 3

Diofantické rovnice

V nejstarsi cesky psané matematické ucebnici, jejimz autorem je Ondrej Klatovsky
a kterd vysla v roce 1530 nalezneme tuto tdlohu: Dvacet sest osob na jednom kvasu
propilo 88 penizku bilych. Pri tom kvase byli muzi, Zeny a panny. Z muzi jedna
osoba ddti méla Sest penizku, z Zen ctyri penizky a z pannen dva. Kolik jest pri
tom cechu aneb kvasu muzu bylo, kolik Zen a kolik pannen. Potlaéme rozhorceni, ze
se tohoto kvasu ztcastnily i nevinné panny a pustme se chuté do feseni. Tak jak
je dnes zvykem, ozna¢me pocCet muzu x, pocet zen y a kone¢né pocet pannen z.
Timto ziskdme prvni rovnici x+y-+2z = 26y. Spocitame-li této povedené spole¢nosti
utratu, dojdeme k druhé rovnici 6z +4y+ 2z = 88. Vyjadiime-li z prvni rovnice 2 a
dosadime-li do rovnice druhé, obdrzime po tupravé rovnici 2z + y = 18. Vidime, ze
aCc mame jednu rovnici, nezndmé jsou dvé. Takovym rovnicim, v nichz se vyskytuje
vice neznamych, budeme tikat rovnice neurcité. Daleko castéji se vSak uziva nazev
rovnice diofantické, a to napocest feckého matematika Diofanta z Alexandrie.

3.1 Linearni diofantické rovnice

Abchom dovedli problém staroceské hostiny ke zdarnému konci, budeme se v této
casti zabyvat rovnicemi tvaru

ar + by = c, (3.1)

kde a, b, ¢ jsou celd ¢isla, a,b # 0. Ozna¢me déle (a,b) = d nejveétsi spoleény délitel
¢isel a a b.

Nejdiive se budeme zabyvat nejjednodussim piipadem, kdy ¢ = 0. Polozme
A =% B=" Rovnici () pfevedeme na tvar

pricemz posledni zlomek je v zadkladnim tvaru.

Véta 3.1 Vsechna celociselnd resent rovnice ax + by = 0 jsou dvojice c¢isel tvaru
x = Bt, y=—At, kde t je libovolné celé cislo.

Dukaz tvrzeni prenechavame ctenaium jako cviceni.
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Piiklad: Reste rovnici 10z — 6y = 0.
Jelikoz (10,6) = 2, jsou fesenim vsechny dvojice ¢isel z = —gt =-3t,y=—
—5t, kde t je libovolné celé cislo.

Nyni obratime svou pozornost k pripadu ¢ # 0. Nejprve se podivame, kdy ma
rovnice feseni.

10
5t

Véta 3.2 Rowvnice ax + by = ¢ md 7eseni prdavé tehdy, kdyz (a,b)|c.

Dukaz: Predpokladejme nejdiive, ze dana rovnice mé teSeni, které oznacime z, a
Yo, plati tedy axy + byy = c. Z vlastnosti ¢isla d plyne, ze déli levou stranu rovnice,
musi tedy délit i pravou.

Predpoklddejme nyni, Ze d|c. V tom piipadé musi existovat celd ¢isla x¢ a yo
takova, ze plati axg + byg = d. Déle plati ¢ = de, kde e je néjaké cislo. Polozme
r1 = exg a y; = eyy. Ziejmé plati

ary +byy = e(axo + byp) = ed = c.

Cisla 2, a y; jsou FeSenim rovnice (), ¢imz je ditkaz ukonéen.

Hledejme nyni zpusob, jak rovnici () vyfesit. Jednou z moznosti je vyuziti Eu-
kleidova algoritmu a postup ukazeme na konkrétnim piikladé. nejprve si ukdzeme,
jak vypada teseni, je-li ¢ = (a,b).

Piiklad. Reste rovnici 21z + 15y = 3.
Jelikoz (21,15) = 3, m4 tato rovnice Teseni. Nejvétsi spolecny délitel ¢isel 21 a 15
nalezneme Eukleidovym algoritmem.

21=15.1+6
15=62+3
6=324+0

7 predposledni rovnice vyjadiime 3, tedy nejvétsiho spolecného délitele cisel 21 a
15. Méme
3=15.14+6.(—2) (3.2)

Nyni vyjddifme z prvni rovnice 6 a dosadime do (), ¢imz obdrzime
= 151+ [21.1 + 15(—1)].(=2) = 21.(=2) + 15.3.

Jednim z teseni dané rovnice je tedy z = —2 a y = 3.

Mnozina teSeni diofantické rovnice se nezméni, vydélime-li vSechny jejich koe-
ficienty jejich spoleénym délitelem. Pokud na pravé strané je jiné ¢islo nez d a je-li
rovnice Tesitelna, musi byt ¢ = ed. Najdeme tedy nejprve feseni rovnice kdy prava
strana je d a nalezené feseni pak vynasobime cislem e.

Pifklad: Reste rovnici 21z + 15y = —6.

V predchozim piikladu jsme nalezli feSeni rovnice, kdy pravé strana je rovna 3.
Mame —6 = 3(—2), je e = —2 a TeSeni nasi rovnice je z = (=2)(=2) = 4 a
y =3(—2) =6.

Piiklad: Uvedte alespoii jeden zptisob, kterym lze vyplatit ¢dstku 37 Ké pouze
dvoukorunovymi a pétikorunovymi mincemi.

Méme tesit diofantickou rovnici 2z + 5y = 37. Protoze ¢isla a a b jsou nesoudéln4,



tak mé rovnice vzdy feSeni. Dame-li na pravou stranu jednicku, je 5 = 2.2+ 1, tedy
1 =5142(-2) ax = -2,y = 1. Vyndsobime-li toto feSeni ¢islem 37, ziskdme
= —T74 a y = 37. ReSeni jsme tedy nasli, jenze je pro danou tilohu nepouzitelné.
Je nad slunce jasné, ze se nemuzeme spokojit s tim, ze umime nalézt jedno feseni
diofantické rovnice a musime se pokusit nalézt zpusob, jak najit vSechna jeji feSeni.

Jedno Feseni rovnice () nalézt umime, feknéme, Ze je to usporddand dvojice
(70; o). Necht i usporddana dvojice (r;s) je feSenim rovnice (). V tom piipadé
plati

ar + bs = ¢ = axgy + byo,

coz muzeme uvést na tvar
a(r —xg) = —b(s — yo)
a po vydéleni ¢islem d = (a,b) mame

a b

5= 20) = = (s = wo). (3.3)

Protoze (%, g) = 1, je zlomek § délitelem cisla s — yo a tedy je s —yo = uy.

Podobnou tuvahou zjistime, ze plati r — xy = ts, pricemz u a t jsou cela ¢isla. Po

dosazeni do () mame
afby__0 (9)
a\da’)~ "a\a")

tedy t = —u. Resenfm rovnice () jsou tedy ¢isla
b a
r:x0+3t, s:yo—at, teZ (3.4)

Necht naopak r a s jsou dvé libovolnd éfsla tvaru (). Dosadime-li je do rovnice (),
mame
L +b< at) (azo + byo) + 22t — 20y +b
alxo+ = ——t) = (ax —t— —t=ax =c.
0T Yo d 0 Yo d d 0 Yo
Ponékud jsme piehodili obvykly matematicky postup, nebot vyse uvedené ivahy
jsou dukazem néasledujici véty:

Véta 3.3 Necht xo; yo je Fesenim rovnice (). Pak dvojice ¢isel (1, s) je jejim Fesenim
tehdy a jen tehdy, ma-li tvar ().

Poznamka: Jsou-li oba koeficienty rovnice () zdporné, je tieba ji vynasobit ¢islem
(—1). Je-li zdporny jen jeden, dejme tomu a, zavedeme substituci x = —z, ¢imz do-
staneme rovnici s kladnymi koeficienty. Po jejim vyfeseni se pak vratime k puvodni
neznameé.

Takto jsouce vyzbrojeni teorii muzeme se pustit do vyreseni obou predchozich
uloh. Zaénéme tlohou penézni. Podle véty () budou vSechna teSeni ve tvaru

T=—T4+5t  y=37—2t,

kde t je libovolné celé ¢islo. Jelikoz fesenim tilohy mohou byt pouze ¢isla prirozena,
snadno se presvédcime, ze takova feSeni dostaneme pouze pro t = 15,16,17,18.



Ukolem bylo nalézt jakékoliv TeSeni, my jako spravni ¢iselni teoretici si vybereme
jediné prvocislo z nabizenych moznosti. V tomto piipadé muzeme 37 K& vyplatit
pomoci jedenécti dvoukorun a tii pétikorun.

Nyni jiz mame penize a tak se muzeme vydat na kvas. I zde ptipadaji jako
feSeni ulohy pouze prirozena ¢isla. Jelikoz snadno zjistime, ze jedno z feseni rovnice
je x = 0, y = 18, muzeme obecné feSeni psat ve tvaru x = ¢, y = 18 — 2t.
Snadno zjistime, ze dloze vyhovuji pouze é&sla t = 1,...,8. Reseni uvedeme ve
formeé tabulky.

x 1 2 3 4 5 6 7 8
y 16 14 12 10 8 6 4 2
z 9 10 11 12 13 14 15 16

Je zajimavé, ze Klatovsky uvadi pouze dvé teseni, a to piipady se Sesti a osmi
muzi. Zardzejici je ovsem skuteénost, kolik pannen se onoho kvasu zticastnilo, vzdyt
ve vice nez poloviné pripadu panny kvasu kralovaly a vibec: Podle naseho minéni

VVVVVV

3.2 Diofantické rovnice vyssiho stupné

V predchozi ¢ésti jsme se naucili tesit diofantické rovnice linedarni. Muzeme s
klidnym svédomim prohlésit, ze dovedeme vyftesit kazdou linearni diofantickou rov-
nici o dvou neznamych, pokud ovsem feseni ma. Ale i o TeSitelnosti téchto rovnic
umime rozhodnout jednozna¢né. S fesenim rovnic vyssiho stupné je to ovéem mno-
nice vubec Tesitelnd a jasame, nalezneme-li alespon néjaké reseni. Z tohoto duvodu
uvedeme jen dva typy rovnic, ovSem kvantitu nahradime kvalitou a uvedeme tiplné
feSeni téchto typu.
Nékteré rovnice lze prevést na tvar

(ax + by)(cx +dy) = k (3.5)
Predtim nez ukazeme zpusob feseni této rovnice, zavedeme nasledujici pojem:
Def. 3.1 Celd c¢isla uw a v se nazyvaji sdruzeni delitelé c¢isla w plati-li u.v = w.

Piikladem budiz ¢isla 2 a 5, kterd jsou sdruzenymi déliteli ¢isla 10, nebot 10=5.2.
Nebo ¢isla -7 a 4 jsou sdruzenymi déliteli ¢isla -28, jelikoz -28=(-7).4.

Jsou-li ¢éisla x a y celociselnym teSenim rovnice (), tak ¢éisla ax + by a cx + dy
jsou celd a navic jsou to sdruzeni délitelé ¢isla k. Proto feseni rovnice () najdeme
nasledujicim zpusobem. Urcime néjakého délitele ¢isla k, dejme tomu ze to bude
k1. Nalezneme sdruzeného délitele ks a polozime

ax + by = k; cx + dy = ko

To je ovSsem soustava dvou linearnich rovnic o dvou neznamych. Je-li tato soustava
reSitelna, pak jsou ¢isla x a y urcena jednoznacné a jsou to soucasné reSeni rovnice

Z uvedené metody vyplyva, ze rovnice typu () mohou mit nejvys konecny
pocet TeSeni. Pocet dvojic sdruzenych délitelu ¢isla £ je koneény a ke kazdé dvojici
sdruzenych déliteli piislusf bud jedno nebo Zadné feseni.



Podivejme se na rovnici
-y =k (3.6)

Snadno se presvédcime, ze tato rovnice neni fesitelnd v pripadé k = 4t 4+ 2. Kazda
mocnina celého &fsla je totiz bud’ tvaru 4s nebo 4s + 1. Pokud jsou obé& mocniny
stejného tvaru, je jejich rozdil tvaru 4t. Je-li 2% = 45 + 1 a y = 4v, je jejich rozdil
4t + 1. Je-li naopak 22 = 4s a y = 4v + 1, je jejich rozdil 4¢ — 1 = 4w + 3. Naopak
neni-li & = 4t+2 je rovnice vzdy teSitelna. Pro sudé k = 4t je x = %—i— lay= %— 1.
Pro liché k = 2s 4+ 1 jsou feSenim ¢islaz = s+ 1 ay = s.

Podivejme se jesté na rovnici

apx" + ...+ a1 + ag = ky, (3.7)

kde a; a k jsou celd ¢isla. Skutecnost, ze jedna nezndma se vyskytuje pouze v prvni
mocniné bude pro dalsi ivahy dulezita.
Ne kazda takova rovnice ma feSeni jak si ukdzeme v nasledujicim prikladu.
Zkusme vytesit rovnici
w2 +2 =4y.

Jiz bylo zminéno, Ze druh4 mocnina celého ¢isla je bud’ tvaru 4t ¢i 4t+1. Pricteme-li
k obéma tvarum dvojku, nikdy nedostaneme ¢islo délitelné ¢tyimi.
Nyni dokézeme jednu vétu, kterou budeme potfebovat pro feseni rovnice ().

Véta 3.4 Necht x = a + kt, kde a,k, t jsou celd ¢isla. Je-li m € N, je 2™ tvaru
kT 4 a™, kde T je celé cislo.

Dukaz provedeme matematickou indukei. Je-li m = 1, tak tvrzeni evidentné plati.
Budeme tedy predpokladat, ze tvrzeni plati pro m = n a dokazeme, ze za tohoto
predpokladu plati i pro m =n + 1.

2" = (a + k)" = (a + kt)"(a + kt).

Podle indukéniho predpokladu je (a+ kt)™ rovno kL +a", muzeme tedy pokracovat
v upravach.
(kL + a™)(a + kt) = kLa + K*Lt + kta™ + a".

Vytkneme-li z prvnich ti ¢lent k a oznacime-li T'= La+ kLt+ta™, je dukaz hotov.

Véta 3.5 Necht (zo,y0) je Tesenim rovnice () a t je celé éislo. Pak ke kazdému
¢islu tvaru x = xo + kt existuje takové y, Ze (x,y) je resenim rovnice ().

Pii dikazu vyuzijeme piedchozi véty. Je-li (zo,yo) feSenim rovnice (), ma mocnina
tvar a7 = (xq + kt)? tvar kT; + x}. Méme tedy

an(zo + kt)" 4+ ...+ ar1(xo + kt) + ag = an (KT, + 25) + ... + a1 (xo + kt) +ap =

k(a, T, + ...+ ait) + (anxl + ... + a1xg + ag) = kT + kyo = k(T + yo).

Dvojice zg + kt, T' + yo je FeSenim rovnice (), ¢imz je dukaz hotov.

Tato véta nam tikd, ze zname-li jedno feSeni, umime najit nekone¢né mnoho
feSeni, které tvori tfidu. To je sice hezké, ale umime néjakym zpusobem najit
alespon jedno feseni rovnice ()7 Véta () mé jeden pro nds dulezity dusledek. Je-li



rovnice () Fesitelnd, pak existuje takové feseni, ze | X |<| k |. Skutecné, k danym
nezapornym celym ¢islim xy a k existuji nezaporna ¢isla s a r takova, ze plati

xo = |k|s +, 0<r<lk|,

tedy
0<zo—|kls=r < |k|

Je-li k£ > 0, polozime t = —s, pro k < 0 dame t = s a obdrzime ¢islo X = zo+kt <
|k|. Nu a podle véty () existuje k tomuto ¢islu i Y takové, ze dvojice (X,Y) je
feSenim rovnice ().

Diky tomuto dusledku muzeme odehnat chmury z cela. Staci zjistit, zda nékteré
z ¢isel 0,1, ..., |k| — 1 neni feSenim rovnice (). Pokud se ndm to podaii, ma rovnice
() nekoneéné mnoho feseni, pokud ne, Feseni tato rovnice nem4.

Pifklad: Reste rovnici 2 + 3z 4+ 1 = 4y.

Do levé strany dosadime postupné ¢isla 0, 1, 2, 3. Vysledkem jsou ¢isla 1,5, 11, 19
z nichz ani jedno neni délitelné ¢tyimi, tato rovnice feSeni nema.

Pifklad: Reste rovnici 2 + 2z 4 4 = 4y.

Zde budeme mit jiz vice stésti. Dosadime-li do levé strany postupné ¢isla 0,1, 2, 3,
obdrzime 4,7,12,19; prvni a tteti ¢isla v této radé jsou nasobky ¢tyt, mame tedy
dvé tridy TeSeni 4t, 4t + 2.

3.3 ﬂlohy k procviceni

1. Z uvedenych rovnic vyberte ty, které jsou fesitelné:
a) 7x+3y=2 b)18x+40y =3 c¢) 64z — 72y =44 d) 15z + 35y = 100

2. Reste rovnici 152 — 20y = 100 Z3/40

3. Pro kterd x je vyraz =2 celé ¢islo? (24/40

4. Jisty stafeSina vedl stoclenny rod. Po sklizni se jim rozhodl dat 100 méric
obili, pficemz muzi méli dostat 3 mérice, zeny dvé a kazdé dité pul meérice.
At fekne, kdo se domniva, Ze vi, kolik bylo muzi, kolik Zen a kolik déti.

5. Néjaky muz chtél za sto zlatych koupit sto zvitat. Nafidil svému sluhovi, at
je velbloud koupen za pét zlatych, osel za jeden zlaty a dvacet ovei za jeden
zlaty. Rekni kdo chces, kolik bylo za sto zlatych koupeno velbloudi, kolik
oslu a kolik ovei.

6. Ani mezi kleriky nepanovala rovnost, jak se muzeme presvédcit v této uloze:
Nejaky biskup kazal rozdélit klerikim 12 chlebu. Naridil, aby kazdy knéz
dostal dva chleby, kazdy jahen polovinu chleba a kazdy lektor ¢tvrtinu chleba,
piicemz klerikti bylo stejné jako chlebii. Rekni, kdo jsi s to, kolik muselo byt
knézi, kolik jahnu a kolik lektort.

7. Najdéte vsechny dvojice navzajem ruznych sdruzenych délitelu ¢isla 36. Z1/47

8. Reste rovnici 622 — bxy + y* = 21 72/47



10.
11.
12.

13.

Reste rovnici 222 + 3zy + 32 = 35 Z3/35

Najdéte vSechna celociselnd feSeni rovnice x? — 4 = 11y. Z8/47
Pro jakd x je vyraz x3 + 2x + 2 nasobkem &isla 1257 710/47
Pro jaké n je 6n + 2 t¥eti mocninou celého ¢isla? Z11/47

Cvicenci nastoupili do obdélniku, pricemz na jedné strané je o pét cvicencu
vic nez na druhé. Po skonc¢eni cviceni nastoupili do ¢tyrstupu a odpocho-
dovali z plochy. V posledni fadé vSak jeden cvicenec chybél. Kolik cvicencu
vystoupilo? Z12/47






Kapitola 4

Kongruence

Necht a,b,m € Z, piicemz m > 1. Rekneme, Ze ¢islo a je kongruentni{ s ¢islem b
podle modulu m, jestlize m|)a —b), neboli ¢isla a a b davaji po déleni ¢islem m tyz
zbytek. Piseme a = b. Plat{ tedy, ze 14 = 39 mod 5, nebot 5[(39 — 14). Naproti
tomu 5(27 — 14), piseme tedy 27 # 14 mod 5.

4.1 Vlastnosti kongruenci podobné vlastnostem
rovnic

7 definice plyne, ze kongruence jsou tranzitivni, tedy je-lia =b mod m a b = ¢
mod m, pak je a = ¢ mod m.

Kongruence podle téhoz modulu je mozné ¢len po ¢lenu séitat. Diikaz: Necht
a1 = b; mod maas = by mod m.V tomto pripadé je a; = by+mt; a as = ba+mty
a ay + ay = by + by + m(ty +to), tedy a1 + as = by + by. Dusledkem je, ze podobné
jako u rovnic lze v kongruenci prevadét z jedné strany na druhou. Jinymi slovy ke
kazdé strané kongruence lze pricist totéz cislo.

Kongruence podle téhoz modulu lze navzajem nésobit. Dikaz: Vyjadiime opét
ay a ag stejnym zpusobem jako v predchozim ptipadé, pak plati ajas = bibs +mN,
kde N je celé cislo. Je tedy ajas = bibs mod m. Dusledkem je, ze obé strany kon-
gruence muzeme umocnit tymz exponentem. Dalsim dusledkem je, Zze obé strany
kongruence muzeme vyndasobit tymz ¢islem, nasobime totiz evidentné spravnou
kongruenci k = k£ mod m. Narozdil od rovnic muze byt k£ = 0, i kdyz o smyslupl-
nosti této operace lze s ispéchem pochybovat.

Obé strany kongruence je mozno vydélit jejich spolecnym délitelem, je-li ne-
soudélny s modulem. Dukaz: Z podmineka = b (mod m), a = a1d,b = bid, (d,m) =
1 plyne,ze rozdil a = b, rovny (a; — by)d, je délitelny ¢islem m. Proto je a; — by je
deélitelné ¢islem m, tedy a; = by (mod p).

4.2 Dalsi vlastnosti kongruenci

Obeé strany kongruence i modul je mozno vynasobit tymz celym ¢islem. Dukaz: Z
a =b (mod p) plyne a = b+ mt, ak = bk + mkt a tedy je ak = bk (mod bk)

23



Obé strany kongruence i modul je mozno vydélit jejich libovolnym spolecnym
délitelem. Dukaz: Necht a = b (mod p), a = a1d, b = bid, m = myd. Mame
a = b+ mt, ayd = byd + mydt, a; = by + myt, z ¢ehoz plyne a; = b; (mod m);.

Plati-li kongruence a = b podle nékolika modulu, pak plati i podle modulu,
ktery je roven nejmensimu spolecnému nasobku téchto modult. Dukaz je ziejmy,
rozdil a—b je délitelny vSemi moduly, je tedy délitelny i jejich nejmensim spole¢nym
nasobkem.

Plati-li kongruence podle modulu m podle modulu m, pak plati i podle modulu
d, kde d je libovolny délitel ¢isla d. Dikaz je ziejmy nebot je-li rozdil a — b délitelny
¢islem m, je délitelny i jeho libovolnym délitelem.

Jsou-li jedna strana kongruence a modul délitelné kterymkoliv ¢islem, pak je i
druhd strana kongruence délitelna timto ¢islem. Dukaz: Plati a = b + mt. Je-li m
a a délitelné d, musi byt timto ¢islem délitelné i b.

Je-li a = b (mod m), pak (a, m) = (b,m). Dukaz plyne z 7777

4.3 ijlné soustava zbytku

Cisla kongruentni podle modulu m vytvéieji tiidu cisel podle modulu m. 7 této
definice plyne, ze vSem ¢islum t¥idy odpovida jeden a tyz zbytek r a ze vSechna
¢isla tridy dostaneme, kdyz ve vyrazu mq+r bude ¢ probihat vSechna cela ¢isla. V
souhlasu s tim, ze r muze nabyvat m ruznych hodnot, mame m tfid podle modulu
m.

Libovolné cislo tiidy se nazyva zbytkem podle modulu m. Zbytek ziskany pro
q = 0, ktery je roven samotnému zbytku r se nazyva nejmensi nezdporny zbytek.
Zbytek ¢ s nejmensi absolutni hodnotou se nazyva absolutné nejmensi zbytek. Pro
r < 7 jeziejmé g =r; pro r > % je o = r — m; konecné je-li m sudé a r = 3 je
za ¢ mozné vzit kterékoliv ze dvou cisel 5 a —73.

Vezmeme-li z kazdé ttidy po jednom zbytku, dostaneme uplnou soustavu zbytki
podle modulu m. Nejcastéji se pouzivaji jako iplna soustavu zbytku nejmensi nezaporné
zbytky, pripadné absolutné nejmensi zbytky. Priklad: Uplnou soustavu zbytku
podle modulu 5 miZeme vyjadiit bud jako 0,1,2,3,4 nebo —2, —1,0,1,2.

Veéta 4.1 Libovolniych m cisel po dvou nekongruentnich podle modulu m vytvdri
uplnou soustavu zbytku podle modulu m.

Véta 4.2 Necht (a,m) = 1 a x probihd tplnou soustavu zbytki podle modulu m,
pak ax + b, kde b je libovolné celé c¢islo, probihd také tplnou soustavu zbytku podle

modulu m.

Dukazy obou tvrzeni jsou snadné a ponechdvame je na ¢tenaii jako cviceni.

4.4 Redukovana soustava zbytku

Cisla jedné a téze zbytkové t¥idy podle modulu m maji s modulem jednoho a téhoz
nejveétsiho spoleéného délitele. TTidy obsahujici zbytky nesoudélné s modulem tvori
redukovanou soustavu zbytku. Redukovanou soustavu zbytku tedy muzeme sestavit



z Cisel uplné soustavy, které jsou nesoudélné s modulem. Redukovanou soustavu
obvykle vytvaiime ze soustavy nejmensich nezdpornych zbytku. Ponévadz mezi
¢isly tiplné soustavy je jich préavé ¢(m) nesoudélnych s modulem m, je pocet ¢isel
redukované soustavy stejné jako pocet tiid obsahujici ¢isla nesodélna s modulem
©(m). Priklad: Redukovand soustava zbytku podle modulu 16 je 1, 3, 5,7, 9, 11, 13,
15. Je-li modul prvoéiselny, pak je redukovand soustava zbytku totozna s tiplnou
soustavou zbytku.

Véta 4.3 Libovolngch o(m) ¢isel, po dvou nekongruentnich podle modulu m a ne-
soudélnijch s modulem, tvori redukovanou soustavu zbytku podle modulu m.

Véta 4.4 Je-li (a,m) =1 a x probihd redukovanou soustavu zbytki podle modulu
m, pak ax rovnéz probihd redukovanou soustavu zbytki podle modulu m.

Dukazy obou vét jsou analogické dikazim vét 777 a rovnéz je prenechavame
ctenari jako cviceni.

4.5 Kongruence o jedné neznamé
V této kapitole budeme studovat kongruence obecného tvaru
Hr)=0 (mod m); f(z)=anx™ +ap 12" " +...+a(?)

Neni-li a,, délitelné éfslem m, pak se n nazyvé stupen kongruence. Resit kongru-
enci znamena najit vSechny hodnoty z, které ji vyhovuji. Dvé kongruence, kterym
vyhovuji stejné hodnoty x, se nazyvaji ekvivalentni.

Vyhovuje-li kongruenci (?7) jistd hodnota zy, pak ji vyhovuji i vSechna ¢isla z
splnujici kongruenci = zy (mod m). Celd tato tiida se povazuje za jedno feseni.
Za této umluvy bude mit kongruence (7) tolik feseni, kolik zbytku tiplné soustavy
ji vyhovuje. Ptiklad: Kongruenci 2 + 3% + 3 = 0 (mod 5) vyhovuje x = 4. Kon-
gruence mé jediné feseni x =4 (mod 5).

4.5.1 Linearni kongruence

Budeme nyni studovat linedrni kongruenci, tedy kongruenci tvaru
ar =b mod m. (4.1)

Predpokladejme, ze je (a,m) = 1. Tato kongruence ma pravé tolik feseni, kolik
zbytku uplné soustavy ji vyhovuje. Probiha-li x tdplnou soustavu sbytku podle
modulu m, pak i ax probihd uplnou soustavu zbytku podle modulu m. Z tohoto
duvodu bude az kongruentni s b pravé pro jednu hodnotou z z uplné soustavy
zbytku, jinymi slovy kongruence () mé praveé jedno feseni.

Necht nynf je (a,m) = d > 1. Aby kongruence () méla feseni, je nutné, aby b
bylo délitelné ¢islem d, jinak kongruence () neni moznd pii zadném celém ¢isle x.
Budeme proto predpokléddat, ze b je nasobkem d a polozime a = ayd, m = myd
a b = bid. V tomto pripadé muzeme kongruenci zkratit ¢islem d a nové vznikla
kongruence a;z = b; bude mit jedno feseni podle moduli my, nebot je (a1, m;) = 1.



Necht z; je nejmensi nezdporny zbytek tohoto feseni podle modulu m;, pak véechna
¢isla x, tvorici toto feSeni, jsou tvaru

r=x—1 (mod my). (4.2)

Podle modulu m vsak ¢isla () netvoii jedno feseni, ale pravé tolik feseni, kolik se
najde v tadé 0,1,2,...,m — 1 nejmensich nezapornych zbytku podle modulu m.
Sem patii vSechna tato ¢isla )):

1, x1+mxy+2m ...z + (d— 1)m,

tedy celkkem d ¢isel (2), a tudiz kongruence () mé d feseni.
Vyse uvedené uvahy dokazuji tuto vétu:

Véta 4.5 Necht (a,m) = d. Kongruence ax = b (mod m) nemd 7esent, neni-li
pravd strana délitelnd d. 'V pripadé, Ze je b ndsobkem d, md kongruence d tesend.

Nynf si ukdzeme nékteré metody feseni kongruenci. Piklad 1: Reste kongruenci
4r =1 (mod 6).

Tato kongruence nemé feseni, nebot (4,6) =2 a 21.

Pokud neni modul ptilis velky, lze kongruenci fesit tak, ze zjistime, kterd cisla
ji vyhovuji, obvykle ze soustavy nejmensich nezdpornych zbytku.

Priklad 2: feste kongruenci 3z =2 (mod 5).

Jelikoz (3,5) = 1, mé kongruence pravé jedno feseni. Soustava nejmensich nezépornych
zbytku ma tvar 0, 1, 2,3,4. Snadno se presvédéime, ze této kongruenci vyhovuje
prave éslo 4. Resenfm kongruence jsou tedy vechna éisla 2 = 4 (mod 5).

Pifklad 3: Reste kongruenci 62 = 9 (mod 1)5.

Jelikoz (6,15) = 3 a 3 | 9, bude mit kongruence 3 feseni. Vydélime-li obé strany
kongruence 3, obdrzime novou kongruenci 2z = 3 (mod 5). Vzhledem k tomu,
ze modul je pomérné malé ¢islo, lze TfeSeni urcit postupnym dosazovanim cisel ze
soustavy nejmensich nezapornych zbytku. Snadno zjistime, Ze jejim fesenim je ¢islo
x1 = 4. Dalsim TeSenim jsou ¢isla x9 = x1 + 5 a x3 = x1 + 2.5. Resen{ puvodni
kongruence lze uvést ve tvaru zqgequiv4;9;14 (mod 2)0.

P1i feSeni kongruenci, kde (a,m) = 1, Ize vyuzit Eulerovu vétu. Skutecné, je-li
a?™ =1 (mod m), jeia?™b=b (mod m). Odsud mame azx = a?"™b, a proto je
z = a®"™~1h. Staci tedy vypoéitat éislo a?(™=1h. Toto éislo sice nebude patfit mezi
nejmensi nezaporné zbytky, neni vSak problém nejmensi nezadporny zbytek najit.
Pifklad 4: Reste kongruenci 62 = 2 (mod 7).

Jelikoz 7 = 6, je x = 6° - 2 a kviili eleganci a jednoduchosti ho zapiseme ve tvaru
=5 (mod 7).

4.5.2 Soustava linearnich kongruenci

Jelikoz nékteré vlastnosti kongruenci jsou stejné ¢i analogické vlastnostem rovnic, je
namisté si polozit otazku, zda lze fesit i soustavu linearnich kongruenci. Omezime se
na soustavu kongruenci o jedné neznamé s ruznymi, po dvou nesoudélnymi moduly,
tedy na soustavu tvaru

a=b (modmy), x=by (modmy),...,z =0, (mod my). (4.3)

Resit soustavu () je mozno podle nésledujici véty.



Véta 4.6 Necht c¢isla M, a M, jsou definovdna podminkami
mims ... my = Mgmg, Mym, =1 (mod m,)

a necht
o = MlMlbl + M2M2 + ...+ MkMkbk:

Pak souhrn hodnot x vyhovujicich soustavé () je uréen kongruenci
r=1x9 (mod mimy...mg). (4.4)

Vskutku, vzhledem k délitelnosti vSech ¢isel M;, ruznych od Mj, ¢islem mg pii
libovolném s =1,2,...,k je

ro = MM,b, = b, (mod m,),

a tedy soustavé () vyhovuje z = . Odtud piimo plyne, Ze soustava () je ekviva-
lentni se soustavou

r=x¢ (mod my), r=x9 (mod my),...,z=1z9 (mod my), (4.5)

tedy soustavam () a () vyhovuji tytéz hodnoty z. Soustavé () pak vyhovuji jen ty
hodnoty z, které vyhovuji kongruenci ().

Véta 4.7 Necht by, by, ..., probihaji nezdvisle jedno na druhém iplné soustavy
zbytku podle moduli, mq, ma, ..., my, pak xo probihd uplnou soustavu zbytku podle
modult mq, ma, ..., M.

Dukaz: Vskutku, zo probihd ms,ms,...,m; hodnot, vzhledem k () mekongru-
entnich podle modulu mq, mo, ..., my.
Priklad: Reste soustavu kongruenci

r=b (mod 4), x=5b2 (mod 5), x
Plati 4.5.7=4.35=5.28=7.20, pticemz
35.3=1 (mod4), 282=1 (mod5), 206=1 (mod7).

bs

Proto je
o = 35.3by + 28.2by + 20.6b3 = 10501 + 56bs + 120bs,

a tedy souhrn hodnot x vyhovujicich soustavé muze byt vyjadien ve tvaru
x = 1050y + 56b, + 120b3  (mod 140).
tak napt. souhrn hodnot x, vyhovujicich soustavé
r=1 (mod4), r=3 (mod5), , =2 (mod7),
je
r =105.14+56.3 +120.2 =93 (mod 140).

a souhrn hodnot x, vyhovujicich soustavé
r=3 (mod4), r=2 (mod5), =6 (mod?7),
je
x =105.34+56.2 +120.6 = 27 (mod 140).



4.6 Kongruence libovolného stupné podle prvociselnél

modulu
Budeme se zabyvat kongruenci tvaru
ant" + a4+ .. +ap = (mod p) (4.6)

kde p je prvocislo. Kongruence tvaru () je ekvivalentni s kongruenci stupné nejvys
p — 1. Toto tvrzeni plyne ze skutecnosti, ze f(x) lze pséat jako

f(z) = (2 — 2)Q(x) + R(z),

kde R(z) je zbytek po déleni f(x) polynomem z? —z, jehoz stupen nemuze prevysit
p — 1. Podle Malé Fermatovy véty zase mame 2 — x = 0 (mod p), je tedy f(z) =
R(z) (mod p). Necht kongruence () md vice nez n feSeni. Pak plati, e vSechny
koeficienty a; jsou nasobky p. Oznacme zbytky vsech feseni kongruence () pismeny

flx) =a(r —x1)(x —x9) ...

b(x —x)(z — x3) ...

T1,%2, ... Ty, Tny1. Polynom f(x) muzeme vyjadiit jako +...+
+i(x — 1)
+m.

Sc¢itance na pravé strané preménime v mnohocleny a zvolime b tak, aby soucet
koeficienti dvou prvych mnohoélenti u 2"~ ! byl a;; zndme-li b, zvolime c tak, aby
soucet korficienti prvych tif mnohoclent u %2 byl ay atd. klademe-li postupné
X = T1,%2,...,Tn, Tnr1, presvedéime se, ze vSechna ¢isla m, [ k,... ¢, b,a jsou
nasobky p. Protoze a; jsou soucty cisel délitelnych p, jsou také délitelnd p.

4.7 Kongruence druhého stupné

V tomto oddile budeme vysetiovat kongruence tvaru

#?=a (modp);  (ap)=1, (4.7)
kde p je liché prvocislo. Pokud mé tato kongruence teseni, nazyvame cislo a kvad-
ratickym zbytkem, v opacném pripadé kvadratickym nezbytkem podle modulu p.

Véta 4.8 Necht a je kvadraticky zbytek podle modulu p. pak kongruence () md
prdaveé dvé resend.

Dikaz: Jelikoz a je kvadraticky zbytek, musi mit kongruence () alespon jedno fesent,
feknéme Ze je to ;. Protoze je (—x1)? = 22, m4 tato kongruence i druhé fesent
r = —z; (mod p). Ddle nemuze platit z; = —x; (mod p), nebot pak by bylo2z; =
0 (mod p). Toto vSak neni mozné, protoze (2, p) = (z1,p) = 1. Dalsi feSenf jiz tato
kongruence nemuze mit, jak bylo dokdzano v 77

p—1

Véta 4.9 Redukovand soustava zbytki podle modulu p se sklddd z %5~ kvadra-

tickyjch zbytkii, které jsou kongruentni s éisly 12,22, .., (’%1)2 a ’%1 kvadratickijch
nezbytkii.



Dukaz: Mezi zbytky redukované soustavy podle modulu p jsou kvadratickymi zbytky
ty a jenom ty, které jsou kongruentni s ¢tverci ¢isel

p—1 p—1
£ = -2 -1.12... . —= 4.8
2 b) M b b b ) b 2 ( )

podle modulu p. pfitom ¢tverce ¢isel () nejsou kongruentni podle modulu p, nebot
z podminek k* = {* (mod p), 0 < k < | < Z1 by plynulo, Ze kongruenci 22 = [2
(mod p) z ¢isel )) vyhovuji ¢tyfi: @ = —1, —k, [, k, coz je spor.

Véta 4.10 Necht a je kvadraticky zbytek podle modulu p. Pak plati

p—1

az =1 (mod p); (4.9)

Je-li a kvadraticky nezbytek podle moduli p, plati

p—1

a2 =-1 (mod p). (4.10)

Diikaz: Mald Fermatova véta ndm ifkd, ze a?~* = 1 (mod p). Tuto kongruenci lze
psat také ve tvaru

(a% - 1) (a% + 1) =0 (mod p).
Jelikoz rozdil obou zavorek je roven dvéma, tak plati pouze jedna z kongruenci (),

(). Kazdy kvadraticky zbytek a vyhovuje pfi nékterém x kongruenci

a=2* (mod p), (4.11)

a proto vyhovuje i kongruenci (), kterou obdrzime, umocnime-li obé strany kon-

1 R . . . . v~ .
gruence na 5=, Kvadratickymi zbytky jsou vycerpana vsechna feseni kongruence

(). Kvadratické nezbytky musi tedy nezbytky vyhovovat kongruenci ().

4.8 Legendreuv symbol

Legendreuv symbol <%> jeroven 1 je-li a kvadraticky zbytek a -1, je-li a kvadraticky

nezbytek podle modulu p, piicemz je )a,p) = 1. Cislo a se nazyva citatel a ¢islo p
jmenovatel Legendreova symbolu. Cteme a vzhledem k p. Ziejmé plati

<9> = a7 (mod p).

p

Jelikoz ¢isla jedné a téze tridy jsou soucasné kvadratické zbytky nebo nezbytky,
plati dale néasledujici tvrzeni.

Véta 4.11 Nechi a = a1 (mod p). Pak plati (5) _ <;>



Jelikoz 1 = 12, je jednicka kvadraticky zbytek pro kazdy modul a tedy plati:

0

Lichd prvoéisla muzeme vyjadiit bud ve tvaru 4k + 1 nebo 4k + 3. V prvnim

pripadé je ale vyraz p%l vzdy éislo sudé, ve druhém pak liché. Cislo —1 je proto
kvadratickym zbytkem prvocisel tvaru 4k + 1 a kvadratickym nezbytkem prvocisel

tvaru 4k + 3. Plati tedy
-1 p—1
)=
p

Pro Legendretuv symbol také plati:

(5)-G)6)-6)
Vskutku mame
(abb--l> = (ab... )T = ()T (BT ... ()5 = (g) (g) Gj) (mod p).

Dusledkem je, ze v ¢itateli muzeme vypustit kazdy kvadraticky Cinitel, tedy plati

(5)-C)

Véta 4.12 Necht p a q jsou lichd prvocisla. Pak plati

B

Tato véta je v teorii ¢isel znama jako Gaussuv zdkon kvadratické reciprocity. Jako
prvni ho dokézal Gauss, ktery ho nazval theorema aurea (zlatd véta). Tento zdkon
nam umoznuje ve spojeni s vyse uvedenymi vlastnostmi znacné zjednodusit vypocet
Legendreova symbolu jak ukazeme nize. Dukaz zakona kvdratické reciprocity neuvadime
pro jeho délku, ¢tenar ho muze najit napt. v

Priklad: vypoctéte Legendreuv symbol L = (%).
Nejpre si v§imneme, ze 111 je ¢islo slozené a ze plati 111 = 3.37. Plati tedy

111\ [ 3 37
1999 /) \ 1999 ) \ 1999 /

Nyni vyuzijeme zdkon kvadratické reciprocity, ¢imz v ”citateli” Legendreova sym-
bolu obdrzime vétsi ¢islo nez ve ”jmenovateli”. Mame tedy

L= (—1)" (@) X (—1)%9918 (%)

Pokud délime cislo 1999 trojkou ¢i tficeti sedmi, dostaneme v obou piipadech
jednicku. Jinymi slovy 1999 je kongruentni s jednickou jak podle modulu 37, tak i
podle modulu 3. Muzeme tedy vypocet ukonéit.

) ()




Naskyta se otazka, zda by neslo zavést podobny symbol i v pripadé, ze ve
”jmenovateli’neni prvocislo. Timto problémem se zabyval némecky matematik C.
G. Jacobi, ktery Legendretv symbol rozsitil nasledujicim zpiisobem.

Def. 4.1 Necht a je celé éislo a necht n > 3 je liché. Necht ddle n = pips ... p,, kde
p; jsou lichd prvocisla, nikoliv nutné ruznd. Jacobiho symbol je definovdn vztahem

(%) — 11 (5) , (4.12)

kde (pi) je Legendreuv symbol.

Vlastnosti Jacobiho symbolu jsou analogické vlastnostem symbolu Legendreova
vcetné zakona kvadratické reciprocity, jeden vyznamny rozdil vsak prece najdeme.
Je-li Legendretiv symbol roven jedné, je vzdy a kvadraticky zbytek modulo p, to

plyne z jeho definice. V pripadé Jacobiho symbolu to vsak platit nemusi, jak se
muzeme presveédcit z nasledujiciho prikladu.

(5)-())- -

dvojka vsak neni kvadraticky zbytek modulo 15.

4.9 Neékteré dilezité veéty z teorie cCisel

Zavérem této kapitoly uvedeme nékolik vét z teoreie cisel.

Véta 4.13 Mald Fermatova véta. Necht p je prvocislo a plati (a,p) = 1. Pak je
a?'=1 (mod p). (4.13)

Dnes je znamo nékolik dukazu této véty, autor si dovoli prihfat svou polivéicku a
odkézat ¢tendre na publikaci [3]. Aby ¢tendii nebyli zcela oSizeni, uvedeme elegantni

VVVVVV

veta Tesdkova, kterd pravi, ze 1 + 1 = 2. Vyuzijeme-li tuto vétu, mame

e (o)) )

Jelikoz p je prvocislo, jsou vSechny binomické koeficienty (Z) délitelné p s vyjimkou
k=0 a k = p. Muzeme tedy od rovnosti prejit ke kongruenci, ¢imz obdrzime

2’=2 (modp)=2"'=1 (mod p).

Posledni uprava plyne ze skutecnosti, ze podle predpokladu Malé Fermatovy véty

je (2,p) = 1.
Dusledkem Malé Fermatovy véty je skutecnost, ze podil
ab~t —1
q(a) = ———
p

je celé ¢islo. Podil g(a) se nazyva Fermativ kvocient.
Malou Fermatovu vétu pozdéji zobecnil Euler.



Véta 4.14 (Euler). Necht a a n jsou prirozend ¢isla a (a,n) = 1. Pak plati
a?™ =1 (mod n), (4.14)
kde p(n) je Eulerova funkce, kterou jsme definovali v kapitole druhé.

Piipomeneme, ze vyraz n! = n.(n — 1)...2.1 nazyvame n faktoridl. D& se
dokazat véta

Véta 4.15 (Wilson) Necht p je prvocéislo. pak plati
(p—1D!'=-1 (mod p). (4.15)

Jelikoz byla uvedena Mald Fermatova véta, slusi se téz uvést i Velkou Fermatovu
vétu, i kdyz tato piimo do tematiky tohoto textu nezapada.

Véta 4.16 Diofantickd rovnice
oyt = 2" (4.16)
nemd pro n > 2 reseni v oboru celych cisel.

Jak jiz bylo feceno, tato véta se primo netyka probirané problematiky, avsak
jednd se o velmi zndmy problém, takze pokud by se s nim chtél nékdo blize seznédmit,
doporucujeme knihu [6].

4.10 Priklady k procviceni

1. Zjistéte, které z nasledujicich kongruenci jsou fesitelné
a) 6z =1 (mod 9) b) 9z = 3 (mod 6) ¢) 14z = 21 (mod 70) Z2/110

2. Reste kongruence
a) 20z = 4 (mod 30) b) 20z = 30 (mod 4) ¢) 353z = 254 (mod 400) Z3/110

3. Najdéte nejmensi prirozené c¢islo vétsi nez 1, které vyhovuje kongruencim
rz=1 (mod 3),z=1 (mod 5), z =1 (mod 7). Z8/111

4. Reste soustavu kongruenci z = 2 (mod 3), + = 3 (mod 5), z = 5 (mod 2).
79/111

5. Reste soustavu kongruenci z = 1 (mod 4), = 0 (mod 3), z = 5 (mod 7).
710/141

6. Najdéte vSechna cela ¢isla, kterd pti déleni ¢isly 3, 4 a 5 dav aji zbytky 1, 2
a 3. 7Z11/141



Kapitola 5
Specialni typy prirozenych cisel

V této kapitole uvedeme nékteré specidlni typy ¢isel, a to jak prvocisel, tak ¢isel
slozenych. Tato kapitola nebude mit charakter uc¢ebniho textu jako ptfedchozi,
¢tenar se v ni seznami s nékterymi specidlnimi typy cisel a pozna ruzné zajimavosti,
které pak bude moci uplatnit ve vyuce. Cisla jsou totiz velmi zajimavé a muzeme
fici ze i tajuplna. Jednotlivé podkapitoly budeme tadit podle abecedy.

5.1 Dokonala ¢isla

Jak jiz bylo feceno, ma kazdé prirozené ¢islo n > 1 prinejmensim dva délitele,
a sice 1 a n. Ozna¢me o(n) soucet vsech délitelu cisla n. Ziejmé plati o(n) > 1,
porovnejme vsak soucet délitelu s dvojnasobkem ¢isla n. Zvolime-li tuto hranici, tak
se mnozina prirozenych ¢isel n > 1 rozlozi na t¥i navzdjem disjunkntni podmnoziny.
Do prvni zaradime ta ¢isla, pro néz o(n) < 2n a budeme je nazyvat deficientni
(numeri deficientes). Tato mnozina je nekonecnd, nebot sem pati{ mj. vSechna
prvoéisla. Cisla pro néz o(n) > 2n nazveme abundatni (numeri abundantes). I tato
mnozina je nekoneénd, muzeme sem zaradit ¢isla tvarun = 2%-3, k > 1. Dukaz
je snadny pro toho, kdo ovladd vzorec pro soucet prvnich n ¢lenu geometrické
posloupnosti. Plati

2k+1_132_1
o) =53

Treti mnozinu pak tvoii ¢isla n > 1, pro néz je o(n) = 2n. Tato ¢isla nazyvame
¢isla dokonald (numeri perfecti), nékdy téz pouzivame nazev dokonald éisla prvniho
druhu. Nékdy se dokonalé ¢éislo (prvniho druhu) také definuje tak, Ze je rovno souétu
vSech svych pravych délitelu, tedy déliteli mensich nez je ¢islo samo. Nejmensi
dokonalé ¢islo je 6=1+243. Ve starovéku byla znama jesté tii dalsi dokonala ¢isla,
a to 28, 496 a 8128. Je zajimavé, ze jiz v Eukleidovych Zékladech je uvedena
postacujici podminka pro to, aby sudé ¢islo bylo dokonalé, ovérovani vsak bylo
ziejmé nad sily tehdejsich poctaiu. Jak si jisté ctendfi v§imli, tak uvedena dokonala
¢isla jsou suda. Uvedeme proto nutnou a postacujici podminku pro to, aby sudé
¢islo bylo dokonalé.

= (2" —1)-4>2-(2"-3) =2n.

Veéta 5.1 Sudé cislo n > 1 je dokonalé prdavé tehdy, kdyz je tvaru
n =212 - 1), (5.1)

33



kde s > 1 je prirozené cislo a My = 2° — 1 je prvocislo.

Cisla M, se nazyvaji Mersennova ¢isla. V nasledujicim ditkazu je vsak pro zjed-
noduseni zapisu budeme oznacovat pismenem p.
Diikaz: Dikaz postacujici podminky je snazsi, proto jim za¢neme. Necht néjaké
¢islo je tvaru (); tento tvar predstavuje zaroven jeho kanonicky rozklad. Proto je
25 —1p*—1

o(n) = 11

Odtud jednoduchou tipravou zjistime, ze o(n) = 2°p = 2(2°"!p), tedy n je dokonalé.
Dokézeme ddle podminku nutnou. Nechf n je sudé dokonalé &fslo. Snadno
nahlédneme, Ze jeho kanonicky rozklad musi obsahovat pfinejmensim jedno liché
prvocislo, nebot pak by bylo tvaru 28,k > 1 a o(n) = 281 — 1 a &islo n by tedy
nebylo dokonalé. Kanonicky rozklad ¢isla n necht je n = 2¥p{" -p5? - - - pi. Polozme
l=pi*-ps?---pi* aa=s—1. Jelikoz n je dokonalé, musi byt

2-1pt o1 p -1

= .- =(2° — 1o(l) = 2°]

protoze

a1+1 a1

-1 -1
o(l) = 1 b

p1—1 pr— 1

Rovnost
(28 — 1).0(l) = 2°.1 (5.2)

ukazuje, ze 2° déli soucin (2°—1).0(1). Cislo 2° je viak délitelné pouze cisly 41, +£27,
kde 1 < r < s. Jelikoz 2° — 1 je liché, pak je ziejmé, ze ¢isla 2° a 2° — 1 jsou
nesoudélnd, tedy 2° | o(l). Musi tedy existovat ¢islo ¢ > 1 takové, ze o(l) = 2°.q.
Dosadime-li do predchozi rovnosti (), obdrzime po zkréceni 2°

(2°=1).g=1 (5.3)

neboli
2qg=o0()=1+q. (5.4)

Cislo I > 1 je délitelné [ a podle () i ¢. Z rovnosti () vyplyvd, ze | # ¢, rovnost
() pak k4, ze ¢islo [ nemuze mit jiné délitele nez [ a g. Pokud by totiz existovalo
¢islo d > 1 a soucasné by d bylo ruzné od ¢isel [ a ¢, byl by soucet délitelu éisla [
roven piinejmensim [ + g + d, coz je v rozporu s (). Proto [ méa pouze dva délitele,
a to sebe sama a ¢ = 1, je to tedy prvocislo. Podle () je I = 2° — 1, dokonalé ¢&islo
n je pak tvaru 2°71.(2° — 1), s > 1 a 2° — 1 je prvocislo.

Dokonalé ¢islo druhého druhu je takové ¢islo, které je rovno soucinu vsech svych
pravych délitelu. Prikladem je ¢islo 6 (6=1.2.3), které je dokonalé i prvniho druhu.
I pro dokonala ¢isla druhého druhu existuje jednoduchy vzorec pro jejich urceni,
navic z ného vyplyva, Ze je jich nekoneéné mnoho.

Véta 5.2 Cislo n > 1 je dokonalé ¢islo druhého druhu prdvé tehdy, kdyz je bud
treti mocninou prvocisla, nebo je soucinem dvou prvocisel.



Je-li n = p3, jsou jeho délitelé 1, p a p? a jejich soucin je roven n. Je-li n = p;.pa,
Pak jsou tato prvocisla spolu s jednickou jedini délitelé a jejich soucin je roven ¢islu
n.

Necht naopak je n > 1 dokonalé ¢islo druhého druhu. Predpoklddejme, Ze jeho
kanonicky rozklad je n = p{'p5?...pe*. Vsechny délitele ¢isla n seradime podle
velikosti, je tedy 1 = dy < dy... < ds = n. Polozme 7(n) = s. Je tedy n =
dy.ds . ..ds—1. Vynasobime-li tuto rovnost ¢islem n = dg, obdrzime

77,2 = dl.dg c. ds' (55)

Je-li d délitelem cisla n, je jeho délitelem i %. Proto muzeme psat
ne=—.—--: —. (5.6)

Vynéasobime-li pfedchozi dvé rovnosti, mame n* = n*, z ¢ehoz plyne s = 4. Jelikoz
jeT(n) = (an+1)...(ag+1), jsou véechny zavorky vétsi nebo rovny dvéma, proto
je k < 2. Jsou tedy mozné pouze dva kanonické rozklady ¢isla n. Bud je n = p$t,
nebo je n = p{'.ps?. V prvnim piipadé je ay = 3, ve druhém oy = ap = 1.

5.2 Fermatova ¢isla

V této casti se opét setkdvame se jménem Fermat. Tento pan studoval také cisla
tvaru
F, =2 +1, m=0,1,2,....

Fermat byl presvédéen o tom, Ze jsou to prvocisla, pres veskeré tsili se mu to vsak
nepodafilo ani dokazat, ani vyvratit, ackoliv néastroje k tomu mél. Prvnich pét
téchto cisel jsou skutecné prvocisla, uslySime-li pojem Fermatovo prvocislo, pak se
bude jednat pravé o tato cisla.

Zdalo by se, ze zapis téchto ¢isel je zbytecné kommplikovany, nasledujici tvrzeni
vsak ukaze, ze Fermat dobte védél, pro¢ zvolil tento tvar.

Véta 5.3 Necht n je prirozené cislo. Je-li n = 2" + 1 prvoéislo, pak m = 2™ pro
néjaké m € {0,1,2,...}.

Necht k a [ jsou pfirozend ¢isla, pricemz [ je liché a soucasné je [ > 3. V tomto
pripadé plati formule

2kl +1= <2k + 1)<2k(l—1) _ 2k(l—2)+..._2k+1)'

Cislo tvaru 2" +1 je vzdy slozené, je-li exponent délitelny lichym piirozenym ¢islem
vétsim nez jedna. Formule pro Fermatova ¢isla tedy zabezpecuje splnéni nutné
podminky pro to, aby tato ¢isla byla prvocisla.

Nyni si od ¢éisel odpocineme a podivame se do geometrie ¢i cheete-li do plani-
metrie. Eukleidovské konstrukce kruzitkem a pravitkem patii mezi krasné partie
matematiky. Na jedné strané mame v hlavé absolutné presné tvahy, tyto vsak nelze
nikdy v praxi realizovat. Je to vlastné pékny piiklad platonské filozofie, kdy na papir
davame jen stiny ¢i odlesky idealni geometrie. Takové ofezavatko jesté vynalezeno



nebylo a v budoucnu ani nebude, aby jim ostrouhana tuzky narysovala piimku,
tedy délku bez sitky ¢i jiné idedlni geometrické utvary. Z velkého mnozstvi geo-
metrickych konstrukei si vybereme sestrojeni pravidelného n-tihelnika. Narysovat
rovnostranny trojuhelnik, ¢tverec ¢i pravidelny Sestithelnik je prochazka ruzovym
sadem, s mensimi problémy zvladneme i pravidelny pétithelnik. Ackoliv sedmicka
je povazovéana za Stastné ¢islo, v pifpadé pravidelného sedmitihelnika to neplati.
Generace geometru se o takovou konstrukei pokousely, le¢c marné. Teprve Gaussovi
se podarilo tento ofisek rozlousknout, kdyz dokazal nasledujici vétu:

Véta 5.4 Pravidelny n-uhelnik lze sestrojit pravitkem a kruZitkem prdve tehdy
kdyz, n = 2'F,, Fp, - - - Fo;, kden >3,12>0,7 >0 a Fy,,...Fy, jsou navzdjem
ruznd Fermatova prvocisia.

Dukaz této véty presahuje ramec tohoto textu, sdélime jen, ze problém geometricky
je preveden na algebraicky. Naptiklad pro sttedovy tihel pravidelného pétitihelnika
plati cos%7r = @. Nu a kosinus je roven délce prilehlé odvésny pravouhlého
trojuhelnika s pfeponou jedna a tuto usecku dovedeme sestrojit kruzitkem a pravitkem.
Jelikoz jedind dosud znama prvocisla jsou 3, 5, 17, 257 a 65537, je ziejmé, Ze eu-
kleidovské konstrukce pravidelného sedmitihelnika (a samoziejmé mnoha dalsich s
lichym poctem stran) z principu neni moznd. Existuji i dalsi souvislosti mezi Fer-
matovymi prvocisly a geometrii, jelikoz presahuji rozsah obvykle probirané latky
na zakladnich ¢i stfednich skolach, tak je neuvadime a zdjemce odkazujeme napft.
na publikaci [2].
Po navratu z geometrického vyletu uzavieme cast vénovanou Fermatovym cislum.

Je tak trochu zdhada, pro¢ Fermat nenasel, ze F5 = 641.6700417, to se podafilo
az Eulerovi. Na druhou stranu dnes chapeme, ze tento genialni Francouz nenasel
v tomto sméru zadny ditkaz. Ten se totiz nenaSel dodnes, prestoze je témto cislim
vénovana soucasnymi matematiky velka pozornost. Tato ¢isla jsou totiz velka, ¢i
presnéji jejich dekadicky zdpis obsahuje mnoho cifer (napt. Fig jich mé témér 80
000. Byly zapojeny i pocitace a vyvinuty metody na faktorizaci velkych cisel, zatim
mame jedinou jistotu, a sice ze pro 5 > m > 32 se jedna o ¢isla slozend, prestoze
pro Fy a Fyy nezname zadného netrivialniho délitele. Nepodarilo se zatim ani najit
néjakou zakonitost, ktera by v tomto sméru néco napovédéla. Teorie ¢isel tedy pred

nas stavi dalsi vyzvu.

5.3 Spratelena cisla

Def. 5.1 Dvé ruznd prirozend c¢isla a a b nazgyvame spratelend, jestliZe soucet
pravych délitelu ¢isla a je roven b a soucasné je soucet pravich délitelu c¢isla b
roven a.

Piikladem budiz dvojice 220 a 284, kterou znali jiz pythagorejci. Skutecné,
pravi délitelé prvniho z nich jsou ¢isla 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 a 110; soucet
techto cisel je 284. Cislo 284 nema4 tolik pravych délitelt jsou jen &fsla 1, 2, 4, 71 a
142 a jejich soucet je 220. Do publikace [7], ktera byla uréena predevsim resitelum
matematické olympiddy, se vloudila mala chybicka, kdy misto 71 je uvedeno 7.

Véta 5.5 Cisla a a b jsou sprdtelend prave tehdy, kdyz o(a) = o(b) = a + b.



Dukaz: Je ziejmé, ze pocet pravych délitelu ¢isla m je o(m) — m. Jsou-li @ a b
sprételend je soucasné o(a) —a = b a o(b) — b = a. Vypocitdme-li z druhé rovnice b
a dosadime do prvni, mame o(a) = o(b). Je-li naopak o(a) = o(b) = a + b, snadno
nahlédneme, ze o(a) —a = b a soucasné o(b) — b = a a ze tedy ¢isla a a b jsou
spratelena.

I v pripadé spratelenych cisel nebylo zatim vse objasnéno. Nevime napiiklad,
zda je jich konecné ¢i nekonecné mnoho. Zatim vSechny dvojice spratelenych ¢isel
maji nejvétsi spolecny délitel vétsi nez jedna. Zname vsak dvojici lichych spiatelenych
¢isel @ = 33.5.7.11 a b = 3.5.7.139.

Hledat spratelena ¢isla muzeme podle navodu, ktery udal v 9. stol. arabsky
matematik Ben Korrah.

Véta 5.6 Necht existuji pro n > 1 prvoéisla tvarup =3.2""1 -1, ¢=32"-1a
r=9.22""1 — 1. Pak éisla k = 2"pq a | = 2".r jsou spritelend.

Dukaz: Jako prvni krok dokazeme, ze soucet vSech délitelu ¢isla k je roven
souctu délitelu ¢isla [. Pro soucet délitelu o(k) plati

o2"p.q) = 2" - 1).(p+1).(¢g+1) = (2" —1).9.22" 1,
Pro soucet délitelu o(l) zase plati
o2"r) = (2" —1)(r+1) = (2" - 1)9.22" 1.
Jako druhy krok musime dokézat, Zze tento soucet je roven k + (.

k+1=2"pqg+2"r =2"(pg+ 1) = 9.22" (2" — 1) = o (k) = 0)]).

5.4 Zaver kapitoly

V zavérem této kapitoly uvedeme struéné néktera dalsi specialni prvocisla. Ptipomenme
si nejdrive Eukleiduv dukaz o nekonetném poctu prvocisel, v némz stézejni tlohu
hral vyraz n = pips...p; + 1. Cislo n muze, ale také nemusi byt prvocislo. Je-li
prvocislo, pak je budeme nazyvat Fukleidovo prvocislo. Eukleiduv dikaz muzeme
lehce pozménit tak, ze misto ¢isla n sestavime ¢islo m = p! + 1, kde p je nejvetsi
prvocislo, jichz predpokladame konecny pocet. Ani v tomto pripadé neni ¢islo m
délitelné zaddnym prvoéislem, nebot pro kazdé ¢ < p je zbytek po déleni &isla m
¢islem ¢ vzdy roven jedné. To jsme ale zkonstruovali prvocislo vétsi nez p, nebo
je m délitelné prvocislem vétsi nez p, v kazdém pripadé jsme se dostali do sporu
s predpokladem. Prvocisla tvaru k! + 1 nazyvame faktoridlni. Tymz nézvem se
oznacCuji i prvocisla tvaru k! — 1. V obou piipadech nevyzadujeme, aby k bylo
prvocislo.






Kapitola 6

Aplikace teorie cisel

Pokud se ¢tenar v tomto textu propracoval az k této kapitole, tak si mohl mys-
let nasledujici. Teorie ¢isel je velmi hezkou soucasti matematiky, obsahuje fadu
zajimavych tvrzeni, nékteré dukazy jsou velmi elegantni, fada poznatku se da vyuzit
pro zpestieni vyuky, zajimava jsou i néktera dosud nedokazana ani nevyvracend
tvrzeni, ale jaky to ma vyznam pro praxi? Nejednd se zde jen o sice krdsnou, ale
jinak neuzitecnou védu? V této kapitole se pokusime dokazat, ze tomu tak neni, ze
teorie ¢isel je pro praxi velice vyznamna a jeji dulezitost posledni dobou neustéle
roste. A zacneme tim, s ¢im je spojen kazdy ob¢an naseho statu od kolébky az po
rakev. Ano, za¢neme rodnym ¢islem.

6.1 Rodna cisla

Kazdy obéan Ceské republiky mé jiz od narozeni piidélené rodné éislo, které se
sestavi tak, ze prvnich Sest ¢isel je dano datem narozeni. Prvni dvojcisli udava rok,
druhé meésic a treti den narozeni. Kvili rozliSeni pohlavi se druhé dvojcisli u divek
pri¢ita padesatka. Rodné cislo hochu, ktefi se narodili naptiklad 10. prosince 1996
zacina Sesticislim 961210, u dévcat je to 966210. Protoze se denné rodi vice déti,
pridavaji se za tuto Sestici jesté dalsi ¢isla. U nés se od roku 1986 pridavaji jesté
dalsi ¢tyfi ¢isla, rodna ¢isla jsou tedy deseticifernda. Posledni ¢tytéisli se vsak nevoli
nahodné, nybrz tak, aby celé rodné ¢islo bylo délitelné jedenacti. Jaky je k tomu
duvod, nestacilo by naptiklad setadit déti narozené v jednom dni naptiklad podle
casu, kdy prisly na svét a pak jim priradit ¢isla odpovidajici poradi?
Abychom mohli zodpovédét tuto otazku, dokazeme nejdrive kritérium pro délitelnost

jedendcti. Necht ke {0,1,2,...}am =Y _ ¢,10" proc, € {0,1,2,...,9}, cx # 0,

tedy ¢, ..., cq jsou cifry ptirozeného ¢isla m v desitkové soustave. Pak
k
11 |me 11| (Z(—l)"cn> . (6.1)
n=0

Dikaz. Podle vzorce pro rozdil dvou n-tych mocnin plati
10" — (=1)" = (10 4+ D)[10" " + 10" 2(=1) +--- + 10(=1)" > + (=1)"'], (6.2)
kde hranata zévorka obsahuje pravé n séitancu. Rozdil 10" —(—1)" je tedy délitelny
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11. Pouzijeme-li nyni vzorec () na kazdy scitanec v () kromé posledniho, pak do-
staneme
1| (=D e, + (=) Tepa + - + e + o). (6.3)

Podobné zjistime, ze kdyz plati (), je splnén i vztah ().

Vratme se nyni k nagemu chlapci, jehoz rodné éislo muze byt 9612107032. Dejme
tomu, ze se pri jeho zadavani spleteme v jedné ciffe. Pak rozdil mezi spravnym a
spatné zadanym cislem bude +c¢ - 10", kde ¢ € {1,2,...,9}. Tento rozdil neni
nikdy délitelny cislem 11, ale muze byt délitelny slozenymi cisly 12, 14, 15 atd.
Napiseme-li v nasem rodném ¢isle misto sedmicky jednicku, je rozdil mezi spravnym
a Spatnym rodnym ¢islem 6 000. Nalezeni vsech jeho dvojcifernych délitelt pak
prenechavame ctenaii. Protoze ¢islo 11 nam umoznuje odhalit chybu, hovoiime o
jedendactkovém samodetekujicim kodu.

Pti pouziti jednocifernych prvocisel se obecné nedd odhalit chyba pti vlozeni
jedné nespravné cifry. Pouziti vétsich dvojcifernych prvocisel nam zase snizuje
pocet pouzitelnych rodnych cisel. Jedenactka je tedy pro potieby rodného ¢isla op-
timalni. Zavérem piidame jesté jednu zajimavost. Ceskd dvoukoruna je pravidelny
jedenactithelnik. Polozime minci do zakladni polohy a pak ji stiidavé otacime po
a proti sméru hodinovych rucicek o tolik vrcholu, kolik je prislusna cifra. Po po-
slednim pootoceni se mince musi vratit do ptivodni polohy.

Na podobném principu funguji rovnéz kédy ISBN a ISSN pro knihy ¢i ¢asopisy,
identifikacni ¢isla organizaci (ICO), bankovni Géty a pod. Vice se lze docist napf na
[10]. Samodetekujici kédy dovedou chybu najit, nikoliv opravit. Z tohoto duvodu
byly vyvinuty kédy samoopravné. Ty ndm umoznuji pomoci redundantni (nad-
bytecné) informace obsazené v kédovych slovech stanovit, ve kterém znaku doslo
k chybé, a opravit ji. Velkd budoucnost je vkladéana do tzv. dvourozmérnych kodu
s vysokou informaé¢ni kapacitou a schopnosti detekce a opravy chyb. Tyto kédy se
pouzivaji mj. v americkych ridi¢skych prukazech ¢i ruznych identifikacnich kartach.
Jejich vyhodou je, Ze se tisknou a prenaseji na papiru a ze zde neni nutnost vkladat
data z klavesnice.

6.2 Sifrovani zprav pomoci velkych prvoéisel

Potteba utajit pisemnd sdéleni je patrné tak stara, jako pismo samo. V prubéhu
tisicileti lidé vynalezli fadu zpusobu, jak zabranit nepovolané osobé, které se dostala
do rukou tajna zprava, aby ji precetla. Jako priklad muzeme uvést sifrovani pomoci
miizky, které pouzival Matyas Sandorf a jeho pratelé. Stacilo vsak, aby se padouch
Sarkany dostal k mfizZce a precteni zprav jiz pro néj nepredstavovalo zadny problém.
Jindy k rozlusténi stacilo logické uvazovani. Genidlni detektiv Sherlock Holmes
takové sifry lustil bézneé. Sifru spocivajici v tom, ze kazdé pismeno bylo nahrazeno
tancici figurkou, rozlustil pomoci frekvence vyskytu jednotlivych pismen. Zatimco
v Ceské abecedé je to pismeno a, v anglictiné to je litera e. Stejny postup voli i
lustitelé tzv. ¢iselnych kiizovek. Jind metoda spociva v tom, ze se slovo nahradi
¢islem, urcujicim poradi slova na jisté strance knihy, kterou maji obé strany k
dispozici. V tomto piipadé se nedoporucuje, aby klicem byly kniha o vice dilech.
Dobry vojak Svejk logicky nafasoval pro pany oficiry prvni dil knihy Hiichy otei,
jenze klicem byl dil druhy a jedenacta marskumpanie nemohla tuto sifru pouzivat.



Uvedené piipady jsou starsiho data, kdy si lustitel sifry musel vystacit jen se
svym intelektem. V dobé pocitacu se zda, ze neni v lidskych silach vymyslet ta-
kovou gifru, kterd by pied feSiteli obstélo, nebot co jeden ¢lovék vymysli, druhy
rozlusti, jak pravil Sherlock Holmes. Avsak matematika neni nadarmo povazovana
za kralovnu véd. Panové Rivest, Shamir a Adelman objevili v roce 1978 metodu,
ktera se podle pocatecnich pismen jejich ptijmeni nazyva RSA. O¢ je metoda jed-
nodussi, o to je ucinnéjsi, dokonce neni nutné tajit Sifrovaci kli¢, Sifrovat muze
kazdy. Zatim vsak bez znalosti desifrovaciho klice neni a vypada to, ze ani v bu-
doucnu nebude mozné tyto Sifry rozlustit. Jadrem pudla je totiz skutecnost, ze
tedy rozlozit ¢islo slozené na soucin prvocinitelu.

Popiseme nyni postup pri Sifrovani a desifrovani zpravy. Utajované sdéleni
prevedeme nejprve na prirozené ¢islo x. K tomu nam mohou poslouzit napiiklad
kédy ASCII, ale jejich pouziti neni podminkou, existuji i jiné a mozna i efek-
tivnéjsi zpusoby. Dale budeme ptedpokladat, ze z < n, kde n je sou¢in dvou
ruznych prvocisel, kterd nejsou vefejné znama a maji vice nez 100 cifer. Psavci
musi samoziejmé rozdélit zpravu na nékolik kratsich tak, aby pro kazdou z nich
byla splnéna predchozi nerovnost. Zasifrovanou zpravu oznac¢ime symbolem xx.
Toto prirozené ¢islo je jednoznacné dano nerovnosti zx < n a kongruenci

xx =2° (mod n), (6.4)

kde e se nazyva Sifrovaci exponent (z anglického encryption). Cisla e a n jsou
verejné znama a k zaSifrovani staci.

Odsifrovani probih4 zcela analogicky. Znovu se definuje ¢islo (z*)? € N spliiujici
nerovnost (z*)? < n tak, aby (v%)° = (2%)¢ (mod n). Desifrovaci exponent d (z
anglického decryption) vsak neni vefejné zndm. Je vSak nutno vytesit otdzku, jak
zvolit exponenty e a d tak, aby (zx)? = z, tedy aby zasifrovand zprdva byla po
odsifrovani totozna s puvodni zpravou .

Nejdifve dokézeme néasledujici vétu: Necht pro prirozené éislo n plati

(e, o) = 1. (6.5)
Potom existuje pravé jedno prirozené ¢islo d < p(n) takové, ze
ed=1 (mod p(n)). (6.6)

Dukaz: Pro piirozend ¢isla k = 1, ..., ¢(n)—1 definujeme zbytky z;, € {1,...,¢(n)-
1} pomoci kongruence
ek =z, (mod ¢(n)).

Pokud se dva zbytky rovnaji, naptiklad je 2z, = zx,, je spravné kongruence
e(k; — ko) =0 (mod p(n)).

Pak podle predpokladu a veéty 1. 3. (Krizek) existuji celd ¢isla v a y tak, ze ev +
e(n)y =1, tedy je e(k1 — ka)v+ @(n) (k1 — ko)y = k1 — ko. Odsud plyne k; —ky =0
(mod @(n)), ¢ili ky = ky. Vsechny zbytky z; jsou navzdjem ruzna ¢isla a proto
existuje pravé jedno d odpovidajici zbytku 1, které splnuje ().

Déle dokazeme, ze zaSifrovand zprava xx je po odsifrovani totozna s puvodni
Zpravou x.



Véta 6.1 Necht plati (e, p(n)) = 1. Pak
(%) = 2. (6.7)
Dukaz: Z kongruence () plyne existence takového éisla r, ze
ed=1+rp(n) (6.8)

Rozlisujeme dva pripady:
1. Necht plati (z,n) = 1. Potom lze Euleruv vztah umocnit na r-tou a vyndsobit
jej poté x, ¢imz obdrzime

27 = 2 (mod n) (6.9)
Nynf postupn z (), (), (), & (), plyne, 7e

(2%)° = (z%)? = 2% = 29 = & (mod n). (6.10)
Vztah () tedy plati, nebot obé piirozend ¢isla z i (zx)° jsou mensi nez n.

2. Necht je (z,n) # 1. Potom je bud = p nebo x = ¢. Bez tijmy na obec-
nosti muzeme predpoklddat druhou moznost. Jelikoz (p,q) = 1 muzeme umocnit
Fermatuv vztah umocnit na r(q — 1), ¢imz obdrzime

2P V@D =1 (mod p).

Jelikoz ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1), plati

plrren) —

z (mod pz)
To je opét vztah (), protoze pr = pg = n. DAl postupujeme jako v bodé 1.
Sifrovaci exponent e se voli tak, aby 3 < e < ¢(n) a aby platilo (e, p)n)) = 1.
Navic je tfeba zvolit e tak, aby €™ # 1 (mod ¢(n)) pro mala m, aby nebylo mozno
odsifrovat zpravu pro d = e—1. Pokud nezname hodnoty p a ¢, a pokud je nezname,
je témér nemozné stanovit hodnotu desifrovacitho exponentu d. Z véty x. x. vSak
vime, Ze existuje pravé jedno prirozené ¢islo d < ¢(n) spliujici kongruenci ().
Naskyta se otazka jak stanovit jeho hodnotu, zname-li p a q.
Pokud umime rozlozit ¢(n) na prvocisla, pak lze jednoduse vypocitat hodnotu
©(p(n)). Z Eulerovy véty plyne implikace

(e,p(n)) = 1= #¥W =1 (mod ¢(n)).

Vynéasobime-li predchozi kongruenci d a vyuzijeme-li (), pak dostaneme explicitni
vyjadieni pro desifrovaci exponent d < ¢(n),

d = de?#™) = ede?PM)=1 = 2L (mod p(n)). (6.11)

Pokud ¢(n) neumime rozlozit na prvocisla, lze d pocitat piimo z kongruence (),
a to tfebas Eukleidovym algoritmem ¢i prosté zvolime jiné p ¢éi q.



6.3 Kouzla s ¢isly

Kdyz jsem byl jesté maly hosik, bylo vzdy obrovskou udéalosti, kdyz na dédinu
ptijel kouzelnik. Vsichni jsme byli nadSeni z jeho triki, at jiz to byla kouzla s
kartami, mizeni ¢i naopak necekané objevovani se véci a jiné a jiné zazraky, které
nas fascinovaly. Kouzelnik obvykle v ramci predstaveni jeden trik prozradil, potom
vsichni zasli, jak je to vlastné jednoduché. Takovym iluzionistou vSsak muze byt
kazdy a nebude k tomu ani potfebovat hbité prsty, staci jen vyuzit nékteré zajimavé
vlastnosti ¢isel. Ostatné v predchozim textu jsme se mohli presvédcit, ze cisla pred
nami ukryvaji spoustu tajemstvi a je otazkou, zda se ndm je vubec podaii objasnit.
Zavérem si proto uvedeme nékteré ¢ary s ¢isly. Dalsi pak muze Ctenar nalézt v
publikacich zamérenych na rekreac¢ni matematiku a pokud bude mit i dost ¢asu
na listovani starymi novinami, tak i v zabavnych okenkach nedélnich ¢i pozdéji
sobotnich priloh deniku.

Kouzlo prvni: Zvolte si libovolné trojciferné cislo tak, aby se prvni a posledni
¢islice lisily alespon o dvé. Utvotte ¢islo, jehoz cifry jsou v opaéném poradi a od
vétstho cisla odectéte mensi. Ve vysledku opét zaménime potadi ¢islic a tato dve
¢isla secteme. Dejme tomu, ze si vybereme ¢islo 115. Pak je tieba spocitat 511-
115=396. Dale musime secist Cisla a 396 a 693. V nasem piipadé obdrzime 1089.
My narozdil od kouzelniki vysvétlime kazdy trik, budeme proto predpokladat, ze
zvolime ¢islo 100a+ 100+ ¢, pricemz a > ¢+ 2. Pak 100a+10b+c—100c—10b—a =
100(a—c) —a+c =100(a—c—1)+90+ (10 —a+c). Pricteme-li k tomuto vysledku
¢islo 100(10 —a+¢) +90+ (a — ¢ — 1), obdrzime 900+180+9=1089. Tento vysledek
nezavisi na volbé cifer a vysledek 1089 bude pii libovolné volbé puvodniho éisla.

Kouzlo druhé: Zvolme dvé libovolna ¢isla. Utvorme posloupnost podobnym
zpusobem jak to udélal Fibonacci, tedy kazdy dalsi ¢len je souc¢tem dvou predchozich.
Seétéme prvnich deset ¢lenu této posloupnosti a vydélme ho ¢lenem sedmym.
Napriklad si zvolime 3 a 7. Prvnich deset ¢lenu posloupnosti bude 3, 7, 10, 17, 27,
44, 71, 115, 186, 301 a jejich soucet pak 781. Vydélime-li toto ¢islo 71, obdrzime
11. Toto ¢islo musi vyjit vzdy. Je-li totiz f; = m a fo = n, je fr = dm + 8n a
Zgl fi = 5bm + 88n = 11f;. Ke kouzlu lze pouzit i komplexni ¢isla, je vSak tieba
dat pozor, aby f7 # 0.

Kouzlo tireti: Vezméme libovolné prirozené cislo, které je délitelné tiemi. Cifry
umocnime na tfeti a seCteme, ¢imz obdrzime nové ptirozené cislo. Tento postup
opakujeme, avsak zjistime, ze az dospéjeme k ¢islu 153, se cely proces zacykli. Ucené
feceno budeme-li opakované scitat tteti mocniny cifer ptrirozeného ¢isla délitelného
tfemi, vzdy dospéjeme k &fslu 153. Mysleme si éislo 1422. Pak plati 13443423423 =
81 — 8%+ 1% =513 — 58+ 13+ 3% = 153. Oznacime-li n = ¢, 10+ - -+ 1104 ¢ a
m=c} +---+c + ¢, pak z predpokladu 3|n plyne 3|m. Z kritéria pro délitelnost
trojkou plyne, ze n = Zf:o ¢ (mod 3). Podle Mal¢ Fermatovy véty je ¢} = ¢
(mod 3). Je tedy

k k
m:Zc?EZciEn (mod 3).

Déle je
k k
n=> ¢l0" > c10" > 10" > (k+ 1)9° > > "¢ =m.
1=0 =0



Je-li tedy n > 10%, je soucet tietich mocnin cifer vidy mensi nez ptivodni &fslo.
Zbyva tedy proveérit, jak se fetézec bude chovat po prekroceni této hranice. Vyuzitim
vypocetni techniky lze ovérit, ze je zde koneény pocet moznosti aze vSechny vedou
k ¢islu 153. Zavérem dodejme, Ze existuji i jina ¢isla, ktera se rovnaji souctu tietich
mocnin ptirozenych ¢isel. Kromeé singularniho ptipadu jednicky jsou to i éisla 370,
371 a 407, zadné z nich vSak neni délitelné tremi.

Kouzlo ¢tvrté: Zvolme libovolné trojciferné cislo, jehoz cifry nejsou vSechny
stejné. Sefadme cifry podle velikosti v obou smérech a odectéme tato dvé éfsla. Po
konecném poctu kroku dojdeme k ¢islu 495. Zvolime-li 169, méame 961-169=792;
972-279=693; 963-369=594; 954-459=495. Pokud by rozdil mél dvé cifry, je nutno
ho doplni zeptedu nulou. Stejna vlastnost plati i pro ¢tytciferna cisla, kdy se dosta-
neme k ¢islu 6174. Toto ¢islo se na pocest objevitele nazyva Kaprekarova konstanta.
Vzhledem ke koneé¢nému poctu ¢isel lze turo zajimavost ovérit na pocitaci.

Zavérem této kapitoly zabrousime do turbodidaktiky. Euler odvodil vzorec '™ +
1 = 0. V tomto vzorci se vyskytuji vSechny aritmetické operace (sé¢itédni, nasobeni,
mocnéni) a téz nejdulezitéjsi matematické konstanty (0, 1, i, e, m pravé jednou a
je proto matematickymi estéty povazovan za nejkrasnéjsi. (Pokud bychom pouzili
synonymum formule, mohli bychom psat Miss formule.) Proved me turbodidaktické
kouzlo a upravujme tento vztah.

€i7r - 1= (_1)3 — (eiw)i’, — 63171—.

Jelikoz leva strana rovnd se pravé, muzeme odlogaritmovat a mame ir=3in ¢i 1=3.
Zmalec funkce komplexni proménné rozdil mezi matematikou a turbodidaktikou
odhali hned; pro jistotu vsak doddvame, pro komplexni proménnou neni logaritmus
jednoznacnd funkce, takze logaritmovani nebylo korektni.

6.4 leohy na procviceni

Abychom uéinili pozadavkim projektu zadost, prece jen uvedeme nékolik 1loh, na
kterych si ¢tenatr procvici znalosti z predchoziho textu.

1. Myslete si libovolné ¢islo od Sesti do Sedesati. Toto ¢islo postupné délte tremi,
¢tyfmi a péti a nahlaste zbytky. Znalec ¢isel podle zbytku uréi puvodni éislo.
Jak je to mozné?

2. Vynasobte sviij vék deseti od tohoto ¢isla odectéte devitindsobek libovolného
jednociferného cisla. Reknéte vysledek a ja uhddnu, jak dlouho jiz putujete
po tomto svété. Jak je to mozné?

3. A jesté jednu na vék. Své mladi (stafi) vyndsobte dvéma, pri¢téte pét, soucet
opét vynasobte péti a feknéte vysledek. I z tohoto ¢isla poznam, kolik let jste
se dozil. Jak je to mozné?

4. Nedosti vsak na tom, umime uhodnout i presné datum narozeni, a to nasledujicim
zpusobem. Poradové ¢islo meésice véku vynasobime stem. K vysledku pricteme
¢islo znacici den a vysledek vynasobime dvéma. K vysledku pridame osm.
Daéle nasobime péti a ptridame c¢tyii. Tento vysledek vynasobime desiti a



pridame ctyri. Posledni operaci je pricteni véku v rocich. Odecteme 444
a vysledek rozdélime na skupiny po dvou cifrach od pravé strany. Kvuli
vyvéZenosti to ted vezmeme zleva; prvni dvojice uréuje mésic, druhd den
a treti vék zkoumaného clovéka.

5. Také umime uhodnout dané ¢islo. Od mysleného cisla odecteme jednicku,
zbytek nasobime dvéma a pricteme myslené ¢islo. Z tohoto vysledku uhod-
neme myslené ¢islo tak, ze pricteme dvé a vydélime tiemi.

Vysledky aplikace teorie ¢isel. Je-li myslené cislo x, pak mame x = 3a + 7y,
x = 4b + ry, © = 5c + r3. Vyjadiime jednotlivé zbytky a spocitdme vyraz S =
407y + 4519 + 36r3 = 1212 — 120a — 180b — 180c. Vyraz S = 120k + x, proto staci
podélit S 120 a zbytek je roven myslenému ¢éislu.

Oznacme vék z a myslené cislo k. Podle postupu jsme obdrzeli 10x — 9k =
10(z — k) + k. Cislo k je na misté jednotek, zbytek tvoif rozdil  — k. Z uvedeného
je ztejmé, ze vas oponent musi byt starsi deviti let.

Neznamy vék oznacime opét x. Upravy jsou tyto: (2x + 5).5 = 10x 4+ 25 =
10(z+2)+5. Dél postupujeme jako v predchozim piipadé, na rozdil od predchoziho
piipadu to funguje i pro mimina.

Pocitdme vlastné {[(100m +d).2+8].544}.10 +4 +r —444=10000m + 100d + 7.

Pocitdme takto: x =1; 2(x — 1); 2(z — 1) + 2 =32z — 2; 3x — 2 + 2.
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